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Wprowadzenie

Przygotowalismy dla Panistwa publikacje, ktorej celem jest przyblizenie najwazniejszych
zatozen reformy edukacji w liceum ogélnoksztatcgcym oraz technikum'. Wprowadzone
zmiany wydtuzyty czas nauki w liceum do 4 lat, a w technikum - do 5. Oprécz modyfikacji
strukturalnych zostata wprowadzona takze zmiana programowa, ktérej najwazniejszym
celem jest odejécie od waskoutylitarnego, pragmatycznego ksztatcenia umiejetnosci
na rzecz powrotu do uporzadkowanej, systematycznej wiedzy jako podstawy eduka-
¢ji — traktowanie uporzgdkowanej, systematycznej wiedzy jako podstawy ksztattowania
umiejetnosci (cel 1.) oraz rozwijanie u uczniéw szacunku dla wiedzy (cel 8.). Zdaniem
Stanleya J. Spanbauera naczelng wartos$¢ edukacji stanowi jasna, klarowna i uporzad-
kowana wiedza. ,Ona, zmieniajac cztowieka, ustawia go w coraz to innych szeregach.
Jest odniesieniem do pragnien niechwilowych i ponadto widzianych przez pryzmat
osobniczych wartosci. Jest wartoscig w ksztatceniu jednostki i jej wtasnoscig. O tym, jak
wazng odgrywa role, jednostka dowiaduje sie najczesciej wtedy, gdy podejmowanie
decyzji uwarunkowane jest jej posiadaniem™.

W nowej podstawie programowej umiejetnosci i kompetencje rozumiane sg zatem
jako praktyczne zastosowanie wiedzy zdobywanej przez uczniéw w procesie ksztatce-
nia. Wiedza to informacja wartosciowa, integrujaca dane, fakty, hipotezy; oznacza ona
umiejetnos¢ zdobywania i posiadania informacji oraz wykorzystywania ich w praktyce.
Tworzenie wiedzy wymaga, aby kto$ wczesniej informacje przetworzyt, potaczyt i zin-
terpretowafl®. Wiedza nie jest zatem synonimem informacji - wrecz przeciwnie: wiedze
tworza informacje uporzadkowane, zhierarchizowane i logicznie powigzane.

Cele gtbwne nowej podstawy programowej — sformutowane w oparciu o wyzej wspo-
mniang koncepcje wiedzy - ktada szczegdlny nacisk na zadania poznawcze w obre-
bie szkolnej edukacji, ktore realizowane s3 w dwdch wymiarach: z jednej strony jako
transmisja niezbednej wiedzy przedmiotowej, z drugiej — jako podstawa ksztatcenia
umiejetnosci. Rola szkoty nie polega tylko na zapewnieniu dostepu do informacji — ten
dostep w czasach cywilizacji informatycznej i cyfrowej, jak nazywany jest wiek XXI, wy-
daje sie dla uczniéw niemal nieograniczony - ale taka organizacja ztozonego procesu

' Vademecum Nauczyciela zawiera zapisy podstawy programowej z komentarzami dotyczace wy-
tacznie liceum ogodlnoksztatcacego oraz technikum. Petng wersje podstawy programowej ksztatcenia
0gdblnego mozna znalez¢ na stronie Osrodka Rozwoju Edukacji: https://www.ore.edu.pl/2018/03/
podstawa-programowa-ksztalcenia-ogolnego-dla-liceum-technikum-i-branzowej-szkoly-ii-stopnia/
[dostep: 15 lipca 2019 r.].

2 Spanbauer S. J,, (1987), Quality First in Education... Why not?, Appleton, WI: Fox Valley Technical College
Foundation, za: Denek K., Edukacja oparta o wartosci, (2009), , Wartosci w muzyce”nr 2, s. 139-158, online:
http://bazhum.muzhp.pl/media//files/Wartosci_w_muzyce/Wartosci_w_muzyce-r2009-t2/Wartosci_w_
muzyce-r2009-t2-s139-158/Wartosci_w_muzyce-r2009-t2-s139-158.pdf [dostep: 15 lipca 2019 r.].

3 Kromer B., (2008), Wiedza jako podstawowy czynnik funkcjonowania organizadji inteligentnej, ,Zeszyty Na-
ukowe Instytutu Ekonomii i Zarzadzania” nr 2, Koszalin: Wydawnictwo Politechniki Koszalirskiej, s. 93-99.



WPROWADZENIE

przekazywania i samodzielnego zdobywania wiedzy, aby mtodzi ludzie mogli rozumie¢
otaczajaca ich rzeczywistos$¢. Nastgpita wiec zmiana paradygmatu myslenia o edukacji
- szkota staje sie przestrzenig rozwoju uczniéw i budowania dla nich dobrej przysztosci,
w ktérej wykorzystaja swoj potencjat, mozliwosci i zainteresowania.

Nowa podstawa programowa do szkoty ponadpodstawowej ukierunkowana jest na roz-
wijanie myslenia. Myslenie to tworzenie poje¢, ktdre organizujg Swiat, rozwigzywanie
problemoéw oraz skuteczne podejmowanie decyzji i formutowanie sadow*. Myslenie
krytyczne stanowi jedna z najwazniejszych umiejetnosci XXI wieku, a jej rozwoj jest
kluczowym elementem przygotowujacym ucznidw do dorostego zycia. Dzieki mysleniu
krytycznemu ludzie ucza sie i potrafia:

- analizowac, tworzy¢ hipotezy, okreslac istote problemow;

- ocenia¢, weryfikowac i formutowac argumenty;

« myslec¢ niezaleznie;

 tworzy¢ logiczne powigzania;

+ przewidywac (na drodze dedukgji) konsekwencje znanych faktéw;

+ dostrzegac niescistosci i btedy w rozumowaniu;

« sprawdzac fakty, rozumiec logiczne zaleznosci miedzy faktami;

+ przetwarzac informacje;

+ kwestionowac oczywistosci i wtasne zatozenia;

+ myslec jasno i precyzyjnie, by¢ dociekliwymi.

Myslenie krytyczne jest zdyscyplinowanym procesem intelektualnym, ktéry polega na:

1) aktywnej i umiejetnej konceptualizacji;

2) wykorzystywaniu, analizowaniu i syntetyzowaniu oraz ocenie informacji

uzyskanych od kogos lub sformutowanych samodzielnie;

3) obserwacji, zdobywaniu doswiadczen;

4) refleksji, rozumowaniu i komunikacji.
Krytyczne myslenie zaktada sprawdzenie w kazdym rozumowaniu struktur lub ele-
mentow takich jak: cel, problem, kwestia, zatozenia, pojecia, podstawy empiryczne,
okreslony wniosek, implikacje i konsekwencje, zastrzezenia ptynace z innych punktéw
widzenia oraz zakres mozliwych nawiazan. Myslenie krytyczne jako dotyczace wielu
réznych przedmiotdéw, spraw i celéw stanowi sktadowa réznorodnych sposobéw my-
$lenia, m.in.: myslenia naukowego, matematycznego, historycznego, ekonomicznego,
moralnego i filozoficznego.

4 Myers D.G., Psychologia, (2003), Poznan: Zysk i S-ka, s. 378.
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Myslenie krytyczne mozna charakteryzowac jako ztozone z nastepujacych elementow:
1) zbidr informacji oraz przekonan, ktére ksztattujg umiejetnosci;
2) nawyki, oparte na zaangazowaniu intelektualnym, okreslajace wykorzystanie
owych umiejetnosci do kontroli i ksztattowania zachowania.

Z tego wzgledu mozna je przeciwstawic:
1) biernemu przyswajaniu i przechowywaniu informacji - poniewaz myslenie
krytyczne wymaga [uzywania] szczegétowych metod wyszukiwania informacji
i obchodzenia sie z nimi;
2) posiadaniu umiejetnosci, ktére zgodnie z zatozeniem bedg stale uzywane;
3) wykorzystywaniu tych umiejetnosci’.

Autorzy nowej podstawy programowej, rozumiejac potrzebe formowania ,cztowieka
myslacego’, az trzy z oSmiu celdw gtéwnych odniesli do koniecznosci uksztattowania
i doskonalenia - w ramach nauczania na zajeciach wszystkich przedmiotéw ogoélnych,
realizowanych zaréwno w liceum ogdlnoksztatcgcym, jak i w technikum - narzedzi inte-
lektualnego rozwoju cztowieka. Za istotne wyzwania, przed ktérymi stoi szkota, uznano:
2) doskonalenie umiejetnosci myslowo-jezykowych, takich jak: czytanie ze zrozumie-
niem, pisanie twdrcze, formufowanie pytan i problemdw, postugiwanie sie kryteriami,
uzasadnianie, wyjasnianie, klasyfikowanie, wnioskowanie, definiowanie, postugiwanie
sie przyktadami itp.;
4) zdobywanie umiejetnosci formutowania samodzielnych i przemyslanych sqddéw, uza-
sadniania wtasnych i cudzych sqdéw w procesie dialogu we wspdlnocie dociekajqcej;
5) tqgczenie zdolnosci krytycznego i logicznego myslenia z umiejetnosciami
wyobrazeniowo-twdrczymi;
7) rozwijanie narzedzi myslowych umozliwiajqcych uczniom obcowanie z kulturg
i jej rozumienie.

Myslenie stanowi nadrzedng umiejetnos¢ zdobywang przez ucznia w trakcie szkolnej
edukacji - jest,rozumiane jako ztozony proces umystowy, polegajacy na tworzeniu nowych
reprezentacji za pomoca transformacji dostepnych informacji, obejmujacej interakcje
wielu operacji umystowych: wnioskowanie, abstrahowanie, rozumowanie, wyobrazanie
sobie, sadzenie, rozwigzywanie probleméw, twérczos¢. Dzieki temu, ze uczniowie szkoty
ponadpodstawowej uczg sie rownoczesnie roznych przedmiotdw, mozliwe jest rozwijanie
nastepujacych typow myslenia: analitycznego, syntetycznego, logicznego, komputacyj-
nego, przyczynowo-skutkowego, kreatywnego, abstrakcyjnego; zachowanie ciggtosci
ksztatcenia ogdlnego rozwija zardwno myslenie percepcyjne, jak i myslenie pojeciowe.
Synteza obu typdw myslenia stanowi podstawe wszechstronnego rozwoju ucznia”.

> Zob. Oswiadczenie Michaela Scrivena i Richarda Paula wygtoszone podczas 8th Annual International
Conference on Critical Thinking and Education Reform, (1987) - online: http://www.criticalthinking.pl/
czym-jest-krytyczne-myslenie/ [dostep: 15 lipca 2019 r.].
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Przygotowany dla Panstwa materiat proponuje sposoby, metody i techniki, ktére poma-
gaja rozwija¢ sprawnos$¢ myslenia uczniéw na lekcjach poszczegdlnych przedmiotow.
Podpowiada rozwigzania metodyczne i - mamy nadzieje — okaze sie ciekawym, inspi-
rujgcym i pomocnym poradnikiem w pracy dydaktyczne;j.

dr Wioletta Kozak



Preambuta podstawy programowej ksztatcenia ogdinego

Il etap edukacyjny: 4-letnie liccum ogolnoksztatcace oraz 5-letnie technikum

Ksztatcenie og6lne w szkole ponadpodstawowej tworzy programowo spojng catosé
i stanowi fundament wyksztatcenia, umozliwiajacy zdobycie zré6znicowanych kwalifi-
kacji zawodowych, a nastepnie ich doskonalenie lub modyfikowanie, otwierajac proces
uczenia sie przez cate zycie.

Celem ksztatcenia ogélnego w liceum ogdlnoksztatcacym i technikum jest:

1) traktowanie uporzadkowanej, systematycznej wiedzy jako podstawy ksztatto-
wania umiejetnosci;

2) doskonalenie umiejetnosci myslowo-jezykowych, takich jak: czytanie ze zrozu-
mieniem, pisanie twdrcze, formutowanie pytan i probleméw, postugiwanie sie
kryteriami, uzasadnianie, wyjasnianie, klasyfikowanie, wnioskowanie, definio-
wanie, postugiwanie sie przyktadami itp.;

3) rozwijanie osobistych zainteresowan ucznia i integrowanie wiedzy przedmio-
towej z réznych dyscyplin;

4) zdobywanie umiejetnosci formutowania samodzielnych i przemyslanych sa-
dow, uzasadniania wiasnych i cudzych sadoéw w procesie dialogu we wspolno-
cie dociekajacej;

5) taczenie zdolnosci krytycznego i logicznego myslenia z umiejetnosciami
wyobrazeniowo-tworczymi;

6) rozwijanie wrazliwosci spotecznej, moralnej i estetycznej;

7) rozwijanie narzedzi myslowych umozliwiajacych uczniom obcowanie z kultura
i jej rozumienie;

8) rozwijanie u uczniéw szacunku dla wiedzy, wyrabianie pasji poznawania $wiata
i zachecanie do praktycznego zastosowania zdobytych wiadomosci.

Do najwazniejszych umiejetnosci zdobywanych przez ucznia w trakcie ksztatcenia
ogdlnego w liceum ogodlnoksztatcgcym i technikum naleza:

1) myslenie — rozumiane jako ztozony proces umystowy, polegajacy na tworzeniu
nowych reprezentacji za pomoca transformacji dostepnych informacji, obejmu-
jacej interakcje wielu operacji umystowych: wnioskowanie, abstrahowanie, rozu-
mowanie, wyobrazanie sobie, sgdzenie, rozwigzywanie problemoéw, twdrczosc.
Dzieki temu, ze uczniowie szkoty ponadpodstawowej uczg sie rdwnoczes$nie
réznych przedmiotéw, mozliwe jest rozwijanie nastepujacych typow myslenia:
analitycznego, syntetycznego, logicznego, komputacyjnego, przyczynowo-
-skutkowego, kreatywnego, abstrakcyjnego; zachowanie ciggtosci ksztatcenia
0golnego rozwija zardbwno myslenie percepcyjne, jak i myslenie pojeciowe. Syn-
teza obu typow myslenia stanowi podstawe wszechstronnego rozwoju ucznia;
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2) czytanie — umiejetnosc¢ faczaca zarbwno rozumienie sensow, jak i znaczen sym-
bolicznych wypowiedzi; kluczowa umiejetnos¢ lingwistyczna i psychologiczna
prowadzaca do rozwoju osobowego, aktywnego uczestnictwa we wspdlnocie,
przekazywania doswiadczerh miedzy pokoleniami;

3) umiejetno$¢ komunikowania sie w jezyku ojczystym i w jezykach obcych, za-
réwno w mowie, jak i w pismie, to podstawowa umiejetnosc spoteczna, ktérej
podstawa jest znajomos¢ norm jezykowych oraz tworzenie podstaw porozu-
mienia sie w réznych sytuacjach komunikacyjnych;

4) kreatywne rozwigzywanie probleméw zréznych dziedzin ze sSwiadomym wykorzy-
staniem metod i narzedzi wywodzacych sie zinformatyki, w tym programowanie;

5) umiejetnos¢ sprawnego postugiwania sie nowoczesnymi technologiami
informacyjno-komunikacyjnymi, w tym dbato$¢ o poszanowanie praw autor-
skich i bezpieczne poruszanie sie w cyberprzestrzeni;

6) umiejetnos¢ samodzielnego docierania do informacji, dokonywania ich selekgji,
syntezy oraz wartosciowania, rzetelnego korzystania ze zrédet;

7) nabywanie nawykdéw systematycznego uczenia sie, porzagdkowania zdobytej
wiedzy i jej pogtebiania;

8) umiejetnos¢ wspotpracy w grupie i podejmowania dziatan indywidualnych.

Jednym z najwazniejszych zadan liccum ogolnoksztatcacego i technikum jest rozwijanie
kompetencji jezykowej i kompetencji komunikacyjnej stanowiacych kluczowe narzedzie
poznawcze we wszystkich dyscyplinach wiedzy. Istotne w tym zakresie jest faczenie teorii
i praktyki jezykowej. Bogacenie stownictwa, w tym poznawanie terminologii wiasciwej
dla kazdego z przedmiotéw, stuzy rozwojowi intelektualnemu ucznia, a wspomaganie
i dbatos¢ o ten rozwéj nalezy do obowigzkéw kazdego nauczyciela.

Waznym zadaniem szkoty jest przygotowanie uczniéw do zycia w spoteczenstwie in-
formacyjnym. Nauczyciele wszystkich przedmiotéw powinni stwarza¢ uczniom wa-
runki do nabywania umiejetnosci wyszukiwania, porzagdkowania i wykorzystywania
informacji z ré6znych zrédet oraz dokumentowania swojej pracy, z uwzglednieniem
prawidtowej kompozycji tekstu i zasad jego organizacji, z zastosowaniem technologii
informacyjno-komunikacyjnych.

Realizacje powyzszych celéw powinna wspomagac¢ dobrze wyposazona biblioteka szkol-
na, dysponujaca aktualnymi zbiorami, zaréwno w postaci ksiegozbioru, jak i w postaci
zasobow multimedialnych. Nauczyciele wszystkich przedmiotéw powinni odwotywac sie
do zasobow biblioteki szkolnej i wspdtpracowac z nauczycielami bibliotekarzami w celu
wszechstronnego przygotowania uczniéw do samoksztatcenia i Swiadomego wyszuki-
wania, selekcjonowania i wykorzystywania informacji.

10



Il ETAP EDUKACYJNY: 4-LETNIE LICEUM OGOLNOKSZTALCACE ORAZ 5-LETNIE TECHNIKUM

Poniewaz srodki spotecznego przekazu odgrywaja coraz wieksza role, zarébwno w zyciu spo-
tecznym, jakiindywidualnym, kazdy nauczyciel powinien poswieci¢ duzo uwagi edukacji
medialnej, czyli wychowaniu uczniéw do witasciwego odbioru i wykorzystania mediéw.

Waznym celem dziatalnosci szkoty jest skuteczne nauczanie jezykéw obcych. Bardzo waz-
ne jest dostosowanie zaje¢ do poziomu przygotowania ucznia, ktére uzyskat na wcze-
$niejszych etapach edukacyjnych.

Waznym zadaniem szkoty jest takze edukacja zdrowotna, ktorej celem jest rozwijanie
u uczniow postawy dbatosci o zdrowie wiasne i innych ludzi oraz umiejetnosci tworzenia
srodowiska sprzyjajgcego zdrowiu.

W procesie ksztatcenia ogélnego szkota ksztattuje u ucznidéw postawy sprzyjajace ich
dalszemu rozwojowi indywidualnemu i spotecznemu, takie jak: uczciwos¢, wiarygod-
nos$¢, odpowiedzialnos¢, wytrwatosé, poczucie wiasnej wartosci, szacunek dla innych
ludzi, ciekawo$¢ poznawcza, kreatywnos¢, przedsiebiorczos¢, kultura osobista, gotowos¢
do uczestnictwa w kulturze, podejmowania inicjatyw oraz do pracy zespotowej. W roz-
woju spotecznym bardzo wazne jest ksztattowanie postawy obywatelskiej, postawy
poszanowania tradycji i kultury wtasnego narodu, a takze postawy poszanowania dla
innych kultur i tradycji.

Ksztatcenie i wychowanie w liceum ogélnoksztatcacym i technikum sprzyja rozwijaniu
postaw obywatelskich, patriotycznych i spotecznych uczniéw. Zadaniem szkoty jest
wzmacnianie poczucia tozsamosci narodowej, etnicznej i regionalnej, przywigzania
do historii i tradycji narodowych, przygotowanie i zachecanie do podejmowania dziatan
na rzecz srodowiska szkolnego i lokalnego, w tym do angazowania sie w wolontariat.
Szkota dba o wychowanie mtodziezy w duchu akceptacji i szacunku dla drugiego czto-
wieka, ksztattuje postawe szacunku dla Srodowiska przyrodniczego, motywuje do dziatan
na rzecz ochrony srodowiska oraz rozwija zainteresowanie ekologia.

Duze znaczenie dla rozwoju mtodego cztowieka oraz jego sukceséw w dorostym zyciu
ma nabywanie kompetencji spotecznych, takich jak: komunikacja i wspétpraca w grupie,
w tym w $rodowiskach wirtualnych, udziat w projektach zespotowych lub indywidual-
nych oraz organizacja i zarzadzanie projektami.

Strategia uczenia sie przez cate zycie wymaga umiejetnosci podejmowania waznych
decyzji, poczynajac od wyboru szkoty ponadpodstawowej, kierunku studiéw lub kon-
kretnej specjalizacji zawodowej, poprzez decyzje o wyborze miejsca pracy, sposobie
podnoszenia oraz poszerzania swoich kwalifikacji, az do ewentualnych decyzji o zmianie
zawodu. | te umiejetnosci ksztattowane beda w szkole ponadpodstawowej.

1
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Przedmioty w liceum ogdlnoksztatcacym i technikum moga by¢ nauczane w zakresie
podstawowym lub w zakresie rozszerzonym:

1) tylkow zakresie podstawowym — przedmioty: muzyka, plastyka, podstawy przed-
siebiorczosci, wychowanie fizyczne, edukacja dla bezpieczenstwa, wychowanie
do zycia w rodzinie, etyka;

2) w zakresie podstawowym i w zakresie rozszerzonym: jezyk polski, jezyk obcy
nowozytny, matematyka, jezyk mniejszosci narodowej lub etnicznej oraz jezyk
regionalny - jezyk kaszubski, historia, wiedza o spoteczenstwie, geografia, bio-
logia, chemia, filozofia, fizyka, informatyka;

3) tylko w zakresie rozszerzonym - przedmioty: historia muzyki, historia sztuki,
jezyk tacinski i kultura antyczna.

Szkota ma stwarza¢ uczniom warunki do nabywania wiedzy i umiejetnosci potrzebnych
do rozwigzywania problemoéw z wykorzystaniem metod i technik wywodzacych sie
z informatyki, w tym logicznego i algorytmicznego myslenia, programowania, postu-
giwania sie aplikacjami komputerowymi, wyszukiwania i wykorzystywania informacji
z roznych zrédet, postugiwania sie komputerem i podstawowymi urzadzeniami cyfro-
wymi oraz stosowania tych umiejetnosci na zajeciach z réznych przedmiotéow, m.in.
do pracy nad tekstem, wykonywania obliczen, przetwarzania informacji i jej prezentacji
w roznych postaciach.

Kazda sala lekcyjna powinna mie¢ dostep do internetu, uczniowie i nauczyciele powinni
mie¢ zapewniony dostep do pracowni stacjonarnej lub mobilnej oraz mozliwos¢ korzy-
stania z wlasnego sprzetu. Wszystkie pracownie powinny by¢ wyposazone w monitor
interaktywny (z wbudowanym komputerem i oprogramowaniem) lub zestaw: komputer,
projektor i tablica interaktywna lub ekran.

Szkota ma réwniez przygotowywac uczniéw do dokonywania swiadomych i odpowie-
dzialnych wyboréw w trakcie korzystania z zasobéw dostepnych w internecie, krytycznej
analizy informacji, bezpiecznego poruszania sie w przestrzeni cyfrowej, w tym nawia-
zywania i utrzymywania opartych na wzajemnym szacunku relacji z innymi uzytkow-
nikami sieci.

Szkofa oraz poszczegdlni nauczyciele podejmuja dziatania majace na celu zindywiduali-
zowane wspomaganie rozwoju kazdego ucznia, stosownie do jego potrzeb i mozliwosci.

Uczniom z niepetnosprawnosciami szkota zapewnia optymalne warunki pracy. Wybor
form indywidualizacji nauczania powinien wynikac z rozpoznania potencjatu kazdego
ucznia. Zatem nauczyciel powinien tak dobiera¢ zadania, aby z jednej strony nie prze-
rastaty one mozliwosci ucznia (nie uniemozliwiaty osiggniecia sukcesu), a z drugiej nie
powodowaly obnizenia motywacji do radzenia sobie z wyzwaniami.
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Bardzo istotna jest edukacja zdrowotna, ktéra prowadzona konsekwentnie i umiejetnie
bedzie przyczyniac sie do poprawy kondycji zdrowotnej spoteczerstwa oraz pomysl-
nosci ekonomicznej panstwa.

Zastosowanie metody projektu, oprécz wspierania w nabywaniu opisanych wyzej kom-
petencji, pomaga réwniez rozwijac¢ u ucznidow przedsiebiorczos¢ i kreatywnos¢ oraz
umozliwia stosowanie w procesie ksztatcenia innowacyjnych rozwigzan programowych,
organizacyjnych lub metodycznych.

Opis wiadomosci i umiejetnosci zdobytych przez ucznia w szkole ponadpodstawowe;j
jest przedstawiany w jezyku efektéw uczenia sie, zgodnie z Polska Rama Kwalifikacji®.

Dziatalno$¢ edukacyjna szkoty okreslona jest przez:
1) szkolny zestaw programoéw nauczania;
2) program wychowawczo-profilaktyczny szkoty.

Szkolny zestaw programow nauczania oraz program wychowawczo-profilaktyczny szkoty
tworza spojng catos¢ i musza uwzgledniac¢ wszystkie wymagania opisane w podstawie
programowej. Ich przygotowanie i realizacja sg zadaniem zaréwno catej szkoty, jak
i kazdego nauczyciela.

Obok zadan wychowawczych i profilaktycznych nauczyciele wykonuja réwniez dziatania
opiekuncze odpowiednio do istniejacych potrzeb.

Dziatalnos¢ wychowawcza szkoty nalezy do podstawowych celéw polityki oswiatowej pan-
stwa. Wychowanie mtodego pokolenia jest zadaniem rodziny i szkoty, ktéra w swojej dziatal-
nosci musi uwzgledniac wole rodzicow, ale takze i paristwa, do ktérego obowiagzkéw nalezy
stwarzanie whasciwych warunkéw wychowania. Zadaniem szkoty jest ukierunkowanie pro-
cesu wychowawczego na wartosci, ktére wyznaczaja cele wychowania i kryteria jego oceny.
Wychowanie ukierunkowane na wartosci zaktada przede wszystkim podmiotowe traktowa-
nie ucznia, a wartosci sktaniajg cztowieka do podejmowania odpowiednich wyboréw czy
decyzji. W realizowanym procesie dydaktyczno-wychowawczym szkota podejmuje dziatania
zwigzane z miejscami waznymi dla pamieci narodowej, formami upamietniania postaci
i wydarzen z przesztosci, najwazniejszymi swietami narodowymii symbolami paristwowymi.

W czteroletnim liceum ogdlnoksztatcagcym i piecioletnim technikum sg realizowane
nastepujace przedmioty:

1) jezyk polski;

2) jezyk obcy nowozytny;

3) filozofia;

8 Ustawa z dnia 22 grudnia 2015 r. o Zintegrowanym Systemie Kwalifikacji (Dz.U.z 2017 r., poz. 986 i 1475).
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4) jezyktacinskii kultura antyczna;
5) muzyka;
6) historia muzyki;
7) plastyka;
8) historia sztuki;
9) historia;
10) wiedza o spoteczenstwie;
11) geografia;
12) podstawy przedsiebiorczosci;
13) biologia;
14) chemia;
15) fizyka;
16) matematyka;
17) informatyka;
18) wychowanie fizyczne;
19) edukacja dla bezpieczenstwa;
20) wychowanie do zycia w rodzinie’;
21) etyka;
22) jezyk mniejszosci narodowej lub etnicznejs;
23) jezyk regionalny - jezyk kaszubski®.
Matematyka

Matematyka jest nauka, ktéra stanowi istotne wsparcie dla innych dziedzin, zwtfaszcza
dla nauk przyrodniczych i informatycznych. Nauczanie matematyki w szkole opiera sie
na trzech fundamentach: nauce rozumowania matematycznego, ksztatceniu sprawnosci
rachunkowej i przekazywaniu wiedzy o wtasnosciach obiektow matematycznych.

Rozumowanie matematyczne to umiejetnos¢ poszukiwania rozwigzania danego zagad-
nienia. Dobrze ksztatcona rozwija zdolnos¢ myslenia konstruktywnego, premiuje po-
stepowanie nieschematyczne i twércze. Ponadto rozumowanie matematyczne narzuca
pewien rygor Scistosci: dowdd matematyczny musi by¢ poprawny. Dobre opanowanie
umiejetnosci rozumowania matematycznego utatwia w zyciu codziennym odréznianie
prawdy od fatszu.

7 Sposoéb nauczania przedmiotu wychowanie do zycia w rodzinie okreslaja przepisy wydane na podsta-
wie art. 4 ust. 3 Ustawy z dnia 7 stycznia 1993 r. o planowaniu rodziny, ochronie ptodu ludzkiego i warun-
kach dopuszczalnosci przerywania ciqgzy (Dz.U., poz. 78,z 1995 r., poz. 334,z 1996 r., poz. 646,z 1997 r.,
poz.943 i poz. 1040,z 1999 r., poz. 32 oraz z 2001 r., poz. 1792).

8 Przedmiot jezyk mniejszosci narodowej lub etnicznej oraz przedmiot jezyk regionalny - jezyk kaszub-
ski sa realizowane w szkotach (oddziatach) z nauczaniem jezyka mniejszosci narodowych lub etnicz-
nych oraz jezyka regionalnego - jezyka kaszubskiego, zgodnie z przepisami wydanymi na podstawie
art. 13 ust. 3 Ustawy z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz.U. z 2017 r.,, poz. 2198, 2203 i 2361).
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Sprawnos$¢ rachunkowa jest niezwykle waznym elementem nauczania matematyki
nawet obecnie, kiedy wiele rachunkéw wykonuje sie za pomoca sprzetu elektronicz-
nego. Waznym celem ¢wiczenia sprawnosci rachunkowej jest ksztattowanie wyobra-
zenia o wielkosciach liczb, a w konsekwencji doskonalenie umiejetnosci precyzyjnego
szacowania wynikow. Takie wyobrazenie utatwia codzienne zycie, na przyktad pla-
nowanie budzetu domowego. Na wyzszym poziomie, w dziataniach na wyrazeniach
algebraicznych, sprawnosc rachunkowa pozwala doskonali¢ umiejetnos¢ operowania
obiektami matematycznymi.

Wiedza o wtasciwosciach obiektow matematycznych pozwala na swobodne operowa-
nie nimi i stosowanie obiektéw matematycznych do opisu badZz modelowania zjawisk
obserwowanych w rzeczywistosci. Wiasciwosci matematyczne modeli przektadaja sie
czesto na konkretne wiasnosci obiektow rzeczywistych.
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Podstawa programowa przedmiotu matematyka

Il etap edukacyjny: 4-letnie liccum ogodlnoksztatcace oraz 5-letnie technikum

Zakres podstawowy i rozszerzony

Cele ksztatcenia — wymagania ogdlne

[.  Sprawnos¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczeh na liczbach rzeczywistych, takze z uzyciem kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych podczas przeksztatcania wyrazen alge-
braicznych oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci do rozwigzywania problemoéow
w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

[l.  Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1.

Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréw-
no matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw,
diagraméw, tabel.

Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstdw matematycznych,
w tym do opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskéw, a takze
do przedstawiania danych.

lll.  Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

1.

Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie
poje¢ matematycznych.

Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych podczas rozwigzywania pro-
blemow praktycznych i teoretycznych.

Tworzenie pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie istnieja-
cych, w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.
Wskazywanie koniecznosci lub mozliwosci modyfikacji modelu matematycz-
nego w przypadkach wymagajacych specjalnych zastrzezen, dodatkowych
zatozen, rozwazenia szczegdlnych uwarunkowan.

IV.  Rozumowanie i argumentacja.

1.

Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajacych poprawnosc rozumowania, odréznianie dowodu od przykfadu.
Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnio-
skoéw na ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania proble-
mow, tworzenie ciggu argumentéw gwarantujgcych poprawnos¢ rozwigzania
i skutecznos$¢ w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

Stosowanie i tworzenie strategii podczas rozwigzywania zadan, rowniez w sy-
tuacjach nietypowych.
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Tresci nauczania — wymagania szczegétowe

l. Liczby rzeczywiste.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)

wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, pote-
gowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;
przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb

naturalnych,
b) dowdd wihasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej
trzecia potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

stosuje whasnosci pierwiastkdw dowolnego stopnia, w tym pierwiastkow
stopnia nieparzystego z liczb ujemnych;
stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan na po-
tegach i pierwiastkach;
stosuje wiasnosci monotonicznosci potegowania, w szczegdlnosci wtasnosci:
jedlix<y oraza>1,to a*<a’,zasgdy x<y iO<a<l,to a*>a”;
postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty
na osi liczbowej;
stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej,
rozwigzuje réwnania i nieréwnosci typu: |x + 4| =5, |x— 2| <3, |x+ 3| >4
wykorzystuje wiasnosci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach prak-
tycznych, w tym do obliczania procentow sktadanych, zyskow z lokat i kosztéw
kredytéw;
stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami
na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wzor na zamiane podstawy logarytmu.

ll.  Wyrazenia algebraiczne.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a +b)2, (a —b)z, a’*—b?, (a+b)3,
(a—b)S, a-b a"—b"

dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;

wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraicznej;

rozktada wielomiany na czynniki metoda wyfaczania wspdlnego czynnika
przed nawias oraz metoda grupowania wyrazéw, w przypadkach nie trud-
niejszych niz rozktad wielomianu # (x) = 2x° _3x? +4x—243;

znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspotczynnikach catkowitych;
dzieli wielomian jednej zmiennej W(x) przez dwumian postaci x —a;
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7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;
8) dodajeiodejmuje wyrazenia wymierne, w przypadkach nie trudniejszych niz:
1 I 1 N 1 1 x+1 x-1

3 T

x+2 x+1.

_, —

x+1 x x x* x

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-

wego, a ponadto:

1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspoétczynni-
kach catkowitych;

2) stosuje podstawowe wiasnosci tréjkata Pascala oraz nastepujace wiasnosci

wspoétczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): g =1, =n,
n n n n n n+l
=n,| |= | = ;
n—1 k n—k k k+1 k+1
3) korzystaze wzoréw na: @’ +5°,(a+b)" i (a—b)".
Réwnania i nierdwnosci.

Zakres podstawowy. Uczen:
1) przeksztatca rownania i nierbwnosci w sposob rownowazny;

2) interpretuje rownania i nierdbwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;

3) rozwiazuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadoma;

4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe;

5) rozwiazuje réwnania wielomianowe, ktére daja sie doprowadzi¢ do rownania

kwadratowego, w szczegdlnosci réwnania dwukwadratowe;

6) rozwigzuje rownania wielomianowe postaci W(x) =0 dla wielomianéw do-
prowadzonych do postaciiloczynowej lub takich, ktore daja sie doprowadzi¢
do postaciiloczynowej metoda wytaczania wspdlnego czynnika przed nawias
lub metoda grupowania;

7) rozwigzuje rownania wymierne postaci ﬂ

W (x)

i W (x) sa zapisane w postaci iloczynowej.

=0, gdzie wielomiany V' (x)

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-

wego, a ponadto:

1) rozwigzuje nieréwnosci wielomianowe typu: W (x) >0, W (x) =0, W (x) <0,
W(x) <0 dlawielomianéw doprowadzonych do postaciiloczynowej lub ta-
kich, ktore daja sie doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda wytaczania
wspolnego czynnika przed nawias lub metoda grupowania;

2) rozwigzuje rbwnania i nierbwnosci wymierne nie trudniejsze niz

x+1 N 1 S 2x
x(x—l) x+1 (x—l)(x+l) ;
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stosuje wzory Viéete'a dla réwnan kwadratowych;

rozwigzuje rownania i nierébwnosci z wartoscig bezwzgledng, o stopniu trud-
x+2|+2|x -3 <11;

analizuje réwnania i nieréwnosci liniowe z parametrami oraz réwnania i nie-
rownosci kwadratowe z parametrami, w szczegdlnosci wyznacza liczbe roz-
wigzan w zaleznosci od parametrow, podaje warunki, przy ktérych rozwigzania
maja zadana wiasnos¢, i wyznacza rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

nosci nie wiekszym niz: 2|x+3|+3|x—1| =13,

IV.  Ukfady rownan.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje inter-
pretacje geometryczng uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;
stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych;

rozwigzuje metoda podstawiania uktady rownan, z ktérych jedno

ax+by=e
jest liniowe, a drugie kwadratowe, postaci { Y

X +y +ex+dy=f
ax+by=e
lub g
y=cx"+dx+ f.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto rozwigzuje ukfady réwnan kwadratowych postaci

X +y +ax+by=c
X +y +ditey=f.

V. Funkcje.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomoca opisu stow-
nego, tabeli, wykresu, wzoru (takze r6znymi wzorami na réznych przedziatach);
oblicza wartos$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

odczytuje i interpretuje wartosci funkgji okreslonych za pomoca tabel, wykre-
séw, wzorow itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego
zrédta informacji lub kilku Zrédet jednoczesnie;

odczytuje z wykresu funkgji: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze i najmniejsze
wartosci funkgji (o ile istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty,
dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;
interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkgji liniowej;
wyznacza wzoér funkgji liniowej na podstawie informacji o jej wykresie lub
0 jej whlasnosciach;

szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem;

interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w po-
staci ogolnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);
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VI.

10)

1)

12)

13)

14)

wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkgji lub
o jej wykresie;

wyznacza najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

wykorzystuje wiasnosci funkgji liniowej i kwadratowej do interpretacji za-
gadnien geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontek-
Scie praktycznym;

na podstawie wykresu funkgji y = f(x) szkicuje wykresy funkdji y = f(x—a),

y=f(x)+b, y=—f(x), y=f(-x);

postuguje sie funkcja f (x) = 2w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji
X

zagadnien zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, rGwniez
w zastosowaniach praktycznych;

postuguje sie funkcjami wykfadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami,
do opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-
wego, a ponadto:

1)

na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykres funkcji y = |f(x)

.
I

2) postuguje sie ztozeniami funkgji;
3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej wzorem, jak w przykfadzie: wykaz,
ze funkcja f(x) = x;; jest monotoniczna w przedziale (-«,-2).
X
Ciaqgi.

Zakres podstawowy. Uczen:

1)
2)

oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogd6lnym;
oblicza poczatkowe wyrazy ciggéw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach:

a,=0,001

a,., :an+%an (l—an),

n

a, =1
a,=1
an+2 = arH—l + an'

w prostych przypadkach bada, czy ciag jest rosnacy, czy malejacy;
sprawdza, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny;

stosuje wzoér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw cia-
gu arytmetycznego;
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stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw cia-
gu geometrycznego;

wykorzystuje wtasnosci ciggdéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych,
do rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-

wego, a ponadto:

1) oblicza granice ciggow, korzystajac z granic ciggdw typu 1 , % oraz twierdzen
n

2)

o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggéw zbieznych, a takze twier-
dzenia o trzech ciggach;
rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

VIl. Trygonometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw
od 0° do 180°, w szczegdlnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych
dla katow 30°, 45°, 60°;
znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajac z tablic
lub kalkulatora;
znajduje za pomoca tablic lub kalkulatora przyblizong wartos¢ kata, jesli dana
jest wartos¢ funkcji trygonometrycznej;

sin @

korzysta z wzoréw sin’ @ +cos’ a =1, tga = ;
cosa

stosuje twierdzenia sinuséw i cosinusdw oraz wzor na pole tréjkata
1 .
P=5-a-b-sm7/;

oblicza katy tréjkata i dlugosci jego bokéw przy odpowiednich danych (roz-
wigzuje tréjkaty).

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto:

1

H W N
~— ~— ~—~ ~—~ ~—

9

stosuje miare tukowa, zamienia miare tukowa kata na stopniowa i odwrotnie;
postuguje sie wykresami funkgji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens;
wykorzystuje okresowos¢ funkcji trygonometrycznych;

stosuje wzory redukcyjne dla funkgji trygonometrycznych;

korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze
na funkcje trygonometryczne katéw podwojonych;

rozwiagzuje rébwnania i nierébwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci
nie wiekszym niz w przyktadach: 4cos2xcos5x=2cos7x+1, 2sin® x <1.
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VIII. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i srednice okregéw, dtugosci cieciw okregéw oraz odcin-
kow stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych
dtugosciach bokéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pita-
gorasa i twierdzenie cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkacie naprzeciw
wiekszego kata wewnetrznego lezy dtuzszy bok;

3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;

4) korzysta zwlasnosci katéw i przekatnych w prostokatach, réwnolegtobokach,
rombach i trapezach;

5) stosuje wiasnosci katow wpisanych i srodkowych;

6) stosuje wzory na pole wycinka kota i dtugos¢ tuku okregu;

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznej
kata oraz o kacie miedzy styczng a cieciwg;

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

9) wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur
podobnych;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trojkacie: srodek okregu wpisa-
nego w trojkat, Srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek
ciezkosci oraz korzysta z ich wiasnosci;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow w fi-
gurach ptaskich oraz obliczania pél figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-
wego, a ponadto stosuje wtasnosci czworokatow wpisanych w okrag i opisanych
na okregu.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potfozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich
rownan, w tym znajduje wspdlny punkt dwdch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje sie rGwnaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej
i 0gdlnej, w tym wyznacza réwnanie prostej o zadanych wiasnosciach (takich
jak na przyktad przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspétczyn-
nik kierunkowy, réownolegtos¢ lub prostopadtosc do innej prostej, stycznos¢
do okregu);

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktéow w uktadzie wspétrzednych;

4) postuguije sie rownaniem okregu (x—a)2 +(y —b)2 =r?;

5) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej;
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XI.

znajduje punkty wspdlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli bedacej
wykresem funkcji kwadratowej;

wyznacza obrazy okregdéw i wielokatoéw w symetriach osiowych wzgledem
osi ukfadu wspotrzednych, symetrii sSrodkowej (o Srodku w poczatku ukfa-
du wspotrzednych).

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-
wego, a ponadto:

1)
2)
3)

stosuje rownanie okregu w postaci ogdlnej;

znajduje punkty wspdlne dwoch okregdéw;

zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugos¢, dodaje wektory
i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zarbwno analitycznie,
jak i geometrycznie.

Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)

rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdélnosci
proste prostopadte nieprzecinajace sie;

postuguje sie pojeciem kata miedzy prosta a ptaszczyzna oraz pojeciem kata
dwusciennego miedzy pétptaszczyznami;

rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza
miary tych katow;

rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca
a podstawag), oblicza miary tych katéw;

okresla, jaka figurg jest dany przekréj prostopadtoscianu ptaszczyzna;
oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupéw, walca,
stozka i kuli, rdwniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;
wykorzystuje zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt podobnych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-
wego, a ponadto:

1)

2)

zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny
i 0 trzech prostopadtych;

wyznacza przekroje szescianu i ostrostupéw prawidtowych oraz oblicza ich
pola, takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Kombinatoryka.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
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XIl.

XII.

2) zlicza obiekty, stosujac reguty mnozenia i dodawania (takze facznie) dla do-
wolnej liczby czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:
a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych do-
datnich takich, ze w ich zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna
cyfra 1 i dokfadnie jedna cyfra 2,
b) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb catkowitych dodat-
nich takich, ze w ich zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna
cyfra 0 i dokfadnie jedna cyfra 1.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-

wego, a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych okreslone kryteria, z wykorzy-
staniem reguty mnozenia i dodawania (takze facznie) oraz wzoréw na liczbe:
permutacji, kombinacji i wariacji, rGwniez w przypadkach wymagajacych
rozwazenia ztozonego modelu zliczania elementéw;

2) stosuje wspoétczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wiasnosci w roz-
wigzywaniu probleméw kombinatorycznych.

Rachunek prawdopodobienistwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym;

) stosuje skale centylowg;

) oblicza srednig arytmetyczna i srednig wazong, znajduje mediane i dominante;

) oblicza odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku danych od-
powiednio pogrupowanych), interpretuje ten parametr dla danych empirycznych;

5) oblicza wartosc oczekiwang, np. podczas ustalania wysokosci wygranej w pro-

D W N

stych grach losowych i loteriach.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-

wego, a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzér Bayesa, stosuje twier-
dzenie o prawdopodobienstwie catkowitym;

2) stosuje schemat Bernoulliego.

Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.
Zakres podstawowy. Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach
dajacych sie opisac funkcja kwadratowa.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawo-

wego, a ponadto:
1) oblicza granice funkgji (w tym jednostronne);
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2) stosuje wiasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkgcji
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego;

3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczng i fi-
zyczng pochodnej;

4) oblicza pochodna funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz obli-
cza pochodng, korzystajac z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu,
ilorazu i funkcji ztozonej;

5) stosuje pochodna do badania monotonicznosci funkgji;

6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;j.

Warunki i sposdb realizacji

Korelacja. Ze wzgledu na uzyteczno$¢ matematyki i jej zastosowania w szkolnym naucza-
niu fizyki, informatyki, geografii i chemii zaleca sie zrealizowac treéci nauczania okreslone
w dziatach: | pkt 9 (logarytmy) i w miare mozliwosci V pkt 14,V pkt 1 (pojecie funkgcji)
i V pkt 5 (funkcje liniowe) w pierwszym potroczu klasy pierwszej, zas tresci nauczania
okreslone w dziatach: V pkt 11 (funkcje kwadratowe) i V pkt 13 (proporcjonalnos¢ od-
wrotna) nie pézniej niz do konca klasy pierwszej. Tresci nauczania okreslone w dziale VI
pkt 2 (obliczanie poczatkowych wyrazéw ciggéw okreslonych rekurencyjnie) mozna re-
alizowac w korelacji zanalogicznym zagadnieniem podstawy programowej informatyki.

Oznaczenia. Uczniowie powinni uzywac powszechnie przyjetego oznaczenia zbioréw
liczbowych, a w szczegdlnosci: dla liczb catkowitych symbolu Z, dla liczb wymiernych -
Q, dla liczb rzeczywistych - R.

Przedziaty. Uczen powinien wykorzystywac przedziaty do opisu zbioru rozwigzan nie-
rownosci. Najwazniejsza w odpowiedzi jest jej poprawnos¢. Na przyktad rozwigzanie
nierébwnosci x> —9x +20 > 0 moze by¢ zapisane na kazdy z ponizszych sposobéw:
- rozwigzaniem nierébwnosci moze by¢ kazda liczba x, ktéra jest mniejsza od 4 lub
wieksza od 5;

rozwigzaniami s wszystkie liczby x mniejsze od 4 i wszystkie liczby x wieksze od 5;
x<4 lub x>5;

x e(—0,4) lub x &(5,);

X e (—00,4) U (5,00).

Zastosowania logarytmdw. Podczas nauczania logarytméw warto podkresli¢ ich za-
stosowania w wyjasnianiu zjawisk przyrodniczych, ktérych przebieg opisuje funkcja
logarytmiczna. Procesy takie zachodza, gdy w przedziale czasowym pewna wielko$¢
zawsze rosnie (lub maleje) ze statg krotnoscia. Ponizsze przyktadowe zadania ilustruja
zastosowania logarytmu.
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Z1. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien ziemi. Sita ta opisana jest wzorem
A . : - .
R =log—, gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w centymetrach,

4, = 10~*cm jest stata, nazywana amplituda wzorcowa. 25 kwietnia 2015 r. w Nepa-
lu miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8 w skali Richtera. Oblicz amplitude tego
trzesienia ziemi.

Z2.Chory przyjat dawke 100 mg leku. Mase tego leku pozostata w organizmie po czasie t
okresla zaleznos¢ M(t) =a-b'. Po pieciu godzinach organizm usuwa 30% leku.
Oblicz, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

Postac kanoniczna. Przy omawianiu funkcji kwadratowej podkresla¢ nalezy znaczenie
postaci kanonicznej i wynikajacych z tej postaci wtasnosci. Warto zwrdéci¢ uwage, ze
wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego oraz na wspétrzedne wierzchotka para-
boli sg jedynie wnioskami z postaci kanonicznej. Wiele zagadnien zwigzanych z funkcja
kwadratowq daje sie rozwigza¢ bezposrednio z tej postaci, bez mechanicznego stoso-
wania wzoréw. W szczegdlnosci postac¢ kanoniczna pozwala znajdowaé najmniejsza lub
najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej, a takze os symetrii jej wykresu.

Ztozenia funkcji i funkcje odwrotne. Definicja funkcji ztozonej pojawia sie dopiero w zakre-
sie rozszerzonym, ale juz w zakresie podstawowym oczekuje sie od ucznia umiejetnosci
operowania rownoczesnie danymi zaczerpnietymi z kilku zrédet. Nie wymaga to jednak
formalnego wprowadzenia operacji ztozenia czy odwracania funkgji.

Przeksztatcenia ré(wnowazne. W trakcie rozwigzywania réwnan i nierdbwnosci nalezy
zwracac¢ uwage, ze obok metody przeksztatcer rbwnowaznych mozna stosowaé metode
wnioskowania (metoda analizy starozytnych). Po wyznaczeniu potencjalnego zbioru
rozwigzan nastepuje sprawdzenie, ktére z wyznaczonych wartosci istotnie sa rozwia-
zaniami. W wielu sytuacjach nie warto domagac sie przeksztatcen réwnowaznych, gdy
metoda wnioskowania prowadzi do szybkich rezultatéw. Ponadto uczniowie powinni
wiedzie¢, ze uprawniong metoda dowodzenia jest rOwnowazne przeksztatcanie tezy.

Zastosowania algebry. Warunkiem powodzenia procesu nauczania matematyki jest
sprawne postugiwanie sie wyrazeniami algebraicznymi. Metody algebraiczne czesto
daja sie stosowac w sytuacjach geometrycznych i na odwrét - ilustracja geometryczna
pozwala lepiej zrozumiec zagadnienia algebraiczne.

Ciggi. Zagadnienie to nalezy omawiac tak, by uczniowie zdali sobie sprawe, ze poza cia-
gami arytmetycznymi i geometrycznymi istniejg tez inne. Podobnie nalezy podkresli¢,
ze poza ciggami niemalejgcymi, rosngcymi, nierosnacymi, malejgcymi i statymiistnieja
tez takie, ktore nie sa monotoniczne. Warto zwréci¢ uwage uczniow, ze niektére ciggi
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opisuja dynamike proceséw wystepujacych w przyrodzie badz spoteczenstwie. Przykta-
dowo podany w dziale VI pkt 2 lit. a) ciag opisuje szybko$¢ rozprzestrzeniania sie plotki
(liczba a, podaje, ile 0séb o plotce styszato). Podobny model moze by¢ uzyty do opisu
rozprzestrzeniania sie epidemii.

Granica ciqggu. Przed sformutowaniem definicji granicy ciggu warto zadawac uczniom
pytania w rodzaju: czy istnieje taka liczba naturalna k, ze dla kazdej liczby naturalnej n

wiekszej od k zachodzi nieréwnos¢ §< 5 1 . < % ?Twierdzenie o trzech ciggach takze
n+

wspiera budowanie intuicji granicy ciggu. Obliczanie granic ciaggéw warto poprzedzic¢
wykorzystaniem programéw komputerowych do rysowania wykreséw ciggéw. Do-
ktadniejsze obliczenia utatwig w odpowiednio dobranych przyktadach formutowanie
hipotez na temat istnienia wartosci granicy ciggu.

Planimetria. Rozwigzywanie klasycznych probleméw geometrycznych jest skutecznym
sposobem ksztattowania $wiadomosci matematycznej. Uczniowie, ktdrzy rozwigzuja
zadania konstrukcyjne, nabywaja dzieki temu wprawy w rozwigzywaniu zadan geo-
metrycznych réznego typu, na przyktad uczen z fatwoscia przyswoi wtasnosci okregéw
wpisanych w trojkat czy czworokat, jesli potrafi skonstruowac te figury. Nauczanie kon-
strukcji geometrycznych mozna przeprowadzac w sposoéb klasyczny, za pomoca linijki
i cyrkla, mozna tez uzywac specjalistycznych programoéw komputerowych, takich jak
np. GeoGebra.

Dwumian Newtona. Wazne jest, zeby przy okazji nauczania wzoru na (a + b)" podkreslic

znaczenie wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona) [Zj w kombinatoryce.

Warto go réwniez zapisywac w postaci (Zj - n(n=1)-..(n-k+2)(n-k+1) , gdyz

120 (k=1)-k

w tej formie jest bardziej widoczna jego interpretacja i tatwiej obliczy¢ jego wartos¢
dla matych k.

Rachunek prawdopodobieristwa. Uczniowie w przysztosci bedg mieli do czynienia z za-
gadnieniami powigzanymi z losowoscig, ktére wystepuja w réznych dziedzinach zycia
i nauki, na przykfad: w analizie sondazy, zagadnien z zakresu ekonomii i badaniach
rynkéw finansowych lub w naukach przyrodniczych i spotecznych. Warto wspomnie¢
o paradoksach rachunku prawdopodobienistwa, ktére pokazuja typowe btedy w rozu-
mowaniu i omoéwic niektore z nich. Warto tez przeprowadzac z uczniami eksperymenty,
np. eksperyment, w ktdrym uczniowie zapisuja dtugi ciag ortéw i reszek bez losowania,
a nastepnie zapisuja cigg ortow i reszek powstaty w wyniku losowych rzutéw moneta.
Btedne intuicje na temat losowosci podpowiadajg zwykle, ze nie powinny pojawiac sie
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dtugie sekwencje ortéw (albo reszek), podczas kiedy w rzeczywistosci takie dtugie se-
kwencje ortéow (lub reszek) wystepuja. Omawianie w zakresie podstawowym wartosci
oczekiwanej nie wymaga wprowadzania pojecia zmiennej losowej. Wskazane jest raczej
postugiwanie sie intuicyjnym rozumieniem wartosci oczekiwanej zysku czy ustalanie
liczby obiektéw spetniajacych okreslone wiasnosci. W ten sposéb uczen ma mozliwos¢
dostrzezenia zwigzkéw prawdopodobienistwa z zyciem codziennym oraz szanse ksztatto-
wania umiejetnosci unikania zachowan ryzykownych, np. podczas decyzji finansowych.

W zakresie rozszerzonym wazne jest uswiadomienie uczniom, ze rachunek prawdo-
podobienistwa nie ogranicza sie jedynie do schematu klasycznego i uzywanej tam
kombinatoryki. Dobra ilustracja sg przyktady zastosowania schematu Bernoulliego dla
duzej liczby proéb.

Pochodne. Postugiwanie sie pojeciem granicy ilorazu ré6znicowego konieczne do zro-
zumienia pojecia pochodnej wymaga duzych mozliwosci poznawczych. Dlatego tez
pochodne nalezy wprowadzac w pierwszej kolejnosci intuicyjnie, postugujac sie inter-
pretacja fizyczna (predkosc¢ chwilowa, natezenie pradu) oraz geometryczna (styczna,
nachylenie wykresu). Podstawowym zastosowaniem definicji pochodnej moze by¢
wyprowadzenie wzoru na pochodng jednomianu i pochodng sumy, iloczynu i ztozenia
funkgji (gdy funkcja wewnetrzna jest réznowartosciowa). Uczniowie powinni tez poznac
twierdzenie méwiace, ze funkcja ciggta na przedziale i rézniczkowalna wewnatrz tego
przedziatu jest niemalejaca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna.

Dowody. Samodzielne przeprowadzanie dowodow przez uczniéw rozwija logiczne
myslenie, precyzyjne wyrazanie myslii zdolno$¢ rozwigzywania ztozonych probleméw.
Dowodzenie pozwala doskonali¢ umiejetnos¢ dobierania trafnych argumentoéw i kon-
struowania poprawnych rozumowan. Jedng z metod rozwijania umiejetnosci dowodze-
nia jest analizowanie dowodéw poznawanych twierdzen. W ten sposéb mozna uczy¢,
jak powinien wygladac whasciwie przeprowadzony dowdd. Formutowanie poprawnych
rozumowan i uzasadnien jest wazne rowniez poza matematyka. Ponizej znajduje sie
lista twierdzen, ktérych dowody uczen powinien poznad.

Twierdzenia, dowody — zakres podstawowy

Istnienie nieskoriczenie wielu liczb pierwszych.

Niewymiernos¢ liczb: v/2, log, 5 itp.

Wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego.

Podstawowe wtasnosci poteg (o wyktadnikach catkowitych i wymiernych)
i logarytmoéw.

5. Twierdzenie o dzieleniu z resztg wielomianu przez dwumian postaci x —a wrazze wzo-

N =

rami rekurencyjnymi na wspotczynnikiilorazu i reszte (algorytm Hornera) — dowdd moz-
na przeprowadzi¢ w szczegdlnym przypadku, np. dla wielomianu czwartego stopnia.
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10.

11.
12.

Wzory na n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
i geometrycznego.
Twierdzenie o katach w okregu:
1) kat wpisany jest potowa kata srodkowego opartego na tym samym tuku;
2) jezelidwa katy sa wpisane w ten sam okrag, to sa réwne wtedy i tylko wtedy,

gdy sg oparte na réwnych tukach.
Twierdzenie o odcinkach w tréjkacie prostokatnym. Jesli odcinek CD jest wyso-
koscig trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym ACB, to , |AD| - |BD| = |CDJ,
|AC)> = |AB| - |AD| oraz |BC|* = |AB| - |BD|
Twierdzenie o dwusiecznej. Jesli prosta CD jest dwusieczna kata ACB w tréjkacie

| AD| _|AC]

ABC i punkt D lezy na boku AB, to —— .
|BD| |BC|

Wzér na pole tréjkata P = %ab siny.

Twierdzenie sinusow.
Twierdzenie cosinuséw i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenia, dowody — zakres rozszerzony

1.

2.

-1 -1
Dowdd kombinatoryczny tozsamosci: jesli 0 <k <n, to (Zj = (Z J + [nk j .

Wzér dwumianowy Newtona. Wzory skréconego mnozenia na a” +b" (przy

odpowiednich zatozeniach o n) oraz jako wniosek: dla liczb catkowitych a i b,

a-bla"-b".

Wzory Viete'a.

Wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy katow.

Twierdzenia o istnieniu niektorych punktow szczegolnych trojkata:

a) symetralne bokow tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie i (jako wniosek)
proste zawierajgce wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie,

b) srodkowe tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag. Czworokat wypukty ABCD mozna wpi-

sa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy |ZBAD| + |4BCD| = |ZABC| + |4ADC| =180°.

Twierdzenie o czworokacie opisanym na okregu. W czworokat wypukty mozna

wpisac¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy |[4B| + |CD| = |AD| + |BC|.

Twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny. Dane sa proste k, i m lezace

na jednej ptaszczyznie. Jesli proste k i | przecinaja sie i prosta n jest do nich pro-

stopadta, to prosta n jest takze prostopadta do prostej m.

Twierdzenie o trzech prostopadtych. Prosta k przecina ptaszczyzne P i nie jest

do niej prostopadta. Prosta / jest rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne P.

Prosta m lezy na pfaszczyznie P. Wowczas proste k i m sg prostopadte wtedy i tylko

wtedy, gdy proste /i m sg prostopadte.
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Komentarz do podstawy programowej przedmiotu matematyka

Liceum i technikum

dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszynska

Informacje o podstawie programowej matematyki
do szkét ponadpodstawowych

Podczas pracy nad podstawg programowa do szkét ponadpodstawowych, podobnie jak
w tworzeniu podstawy do o$mioletniej szkoty podstawowej, za punkt wyjscia przyjeto
cze$¢ podstawy gimnazjum oraz obecnie obowigzujacg podstawe liceum ogolnoksztat-
cacego. Czes¢ zmian, ktorych dokonano w stosunku do dotychczasowej podstawy, ma
charakter korekt zapiséw, ktdre okazaty sie by¢ interpretowane niezgodnie zintencjami
jej twércéw; inne powodowane sa checig zmiany filozofii nauczania danego zagadnienia.
W niniejszym komentarzu omawiamy réznice i wyjasniamy, na czym polegaja zmiany.

Cele ogdlne — zmiany

W celach ogélnych dokonano zasadniczo dwdch zmian.

1. Pierwsza - celem uproszczenia usunieto dosc sztuczny, jak sie zdawato, podziat
na cele ogdlne dla zakresu podstawowego matematyki i cele ogdlne dla zakresu
rozszerzonego. Przyczynia sie to do zwiekszenia zwieztosci podstawy.

2. Druga - dodano punkt dotyczacy szeroko rozumianej sprawnosci rachunkowej.
W podstawie programowej sprawnos$¢ rachunkowa rozumiana jest réwniez jako
umiejetnos¢ operowania wyrazeniami algebraicznymi, a nie tylko jako umiejetnos¢
przeprowadzania rachunkéw na liczbach.

Dodanie punktu poswieconego sprawnosci rachunkowej podkresla ciggtos¢ procesu
nauczania w zakresie operowania obiektami algebraicznymi: od dodawania liczb natu-
ralnych, poprzez cztery podstawowe dziatania wykonywane najpierw na liczbach natu-
ralnych, p6zniej catkowitych, w koricu utamkach zwyktych i dziesietnych, az po umie-
jetnos¢ dodawania, odejmowania, mnozenia i — w pewnych wypadkach - dzielenia
wyrazen algebraicznych. Wpisanie w podstawe programowa sprawnosci rachunkowej
podkresla, ze jesli powyzszy proces jest naruszony w ktdryms punkcie, inaczej méwiac,
jesli uczen zatrzymat sie na ktéryms etapie — a praktyka szkolna pokazuje, iz dzieje sie
to stosunkowo czesto — niemozliwe jest dojscie do poziomu swobodnego operowania
wyrazeniami algebraicznymi.Ten poziom jest jednak niezbedny podczas rozwigzywania
wiekszosci zadan poswieconych funkcjom, uktadom réwnan, problemom obliczenio-
wym z geometrii i stereometrii czy rachunkowi prawdopodobienstwa.
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Jednym z najwazniejszych zadan w nauczaniu matematyki w szkole ponadpodstawowe;j
jest nauczenie ucznia rozumowania matematycznego, w szczegolnosci przeprowadzania
dowoddw matematycznych. Proces ten, zgodnie z podstawg programowa o$mioletniej
szkoty podstawowej, powinien rozpoczac¢ sie juz w klasach VII-VIII, a w szkole ponad-
podstawowej powinien by¢ kontynuowany. Podstawa programowa przewiduje, ze
uczen bedzie potrafit dowodzi¢ proste tozsamosci algebraiczne (punkt I. 2) podstawy),
a takze przeprowadzac¢ dowody geometryczne (punkt VIII. 12)).

Nowosci w podstawie

Jedna z nowosci w podstawie jest umieszczenie w warunkach realizacji wskazania, aby
uczen poznat dowody niektérych twierdzen matematycznych, zwigzanych z tresciami
nauczania. Zabieg ten ma na celu uswiadomienie uczniom, co to jest dowod oraz jaka
jest jego rola w matematyce. Bardzo trudno jest wyjasni¢ uczniowi, czego oczekuje sie
od niego, kazagc mu rozwigza¢ zadanie na dowodzenie, jesli wczesniej nie zobaczy on
na lekcji techniki przeprowadzania dowodu. Umieszczenie wybranych dowodéw w wa-
runkach realizacji, a nie w tresciach nauczania oznacza, ze znajomos¢ tych dowodéw
stanowi uzupetnienie tresci ksztatcenia i takie byto zatozenie twércéw podstawy.

Tresci nauczania — zmiany

Liczby rzeczywiste

Pierwsza zmiang, postulowana przez wiele srodowisk, jest rezygnacja z wprowadzania
liczb niewymiernych przez rozwiniecia dziesietne i zastapienie tego klasyczna definicja
(liczby wymierne to ilorazy liczb catkowitych). Dla ilustracji powinien pojawic sie dowéd
niewymiernosci log,5 lub J2 -oba dowody wymienione s w warunkach realizacji.
Wysitek ucznia nakierowany na zrozumienie, czym rdzni sie liczba wymierna od niewy-
miernej, jest niewspdtmiernie duzy w stosunku do rozwoju umiejetnosci matematycz-
nych. Odrézniania liczby niewymiernej od wymiernej (w tym niewymiernos¢ liczby ),
uczono w szkotach z przyczyn historycznych, ale nie znajduje zadnego zastosowania
poza akademicka matematyka teoretyczna. Zrozumienie dowodu niewymiernosci ja-
kiejs liczby jest znacznie wazniejsze od zapamietania, ze np. i nie jest liczbg wymierna.

Druga zmiana w punkcie pierwszym jest nieco mniej widoczna. Autorzy podstawy
programowej postulujg nauczanie logarytméw w nastepujacy sposob: na poczatku
poznanie przyktadow zastosowan, w szczegdlnosci zjawisk, do ktorych opisu stosu-
je sie funkcje logarytmiczne i wyktadnicze, a dopiero pézniej omoéwienie wiasnosci
funkcji logarytmicznej. W podstawie programowej podano kilka przyktadéw takich
zastosowan. Nauczyciele i autorzy podrecznikdéw sg zachecani do tego, aby znajdowac
wiecej przyktadéw pokazujacych obecnos¢ zagadnien matematycznych w zyciu. Taki
sposdb nauczania uswiadamia uczniom, ze funkcja logarytmiczna jest niezwykle wazna
w opisie przyrody.
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Wpisanie punktu I. 1) dotyczacego operacji na liczbach rzeczywistych jest de facto
sprawa techniczna. Nie ma on na celu wprowadzania nowych tresci, ale ma pozwoli¢

podczas rozwigzywania zadan na zapisy typu:
sumami liczb rzeczywistych.

3 3 2 43 , ktére sa de facto

NERNCINCNG

Algebra. W dziatach poswieconych szeroko rozumianej algebrze (punkty II, Il i IV pod-
stawy) w istotny sposob zwiekszono ilos¢ materiatu do nauczania w zakresie podstawo-
wym. Otdz zamierzeniem tworcoOw podstawy programowej jest, aby kazdy uczerh umiat
swobodnie dodawac i mnozy¢ sumy algebraiczne, co dotychczas nie byto spetnione.
Proces uczenia jest dos¢ dtugi i czesto zmudny. Umieszczenie dzielenia wielomianu przez
dwumian i prostych wyrazen wymiernych ma na celu urozmaicenie nauczania dzieki
operowaniu wyrazeniami algebraicznymi. W zamysle tworcéw podstawy rozpatrywane
na lekcjach przyktady powinny by¢ proste.

Wprowadzono wiecej wzoréw skroconego mnozenia na poziomie podstawowym.
Czesto zdarzato sie bowiem, ze uczen, ktéry znat bardzo dobrze wzér na kwadrat sumy,
jesli byta taka potrzeba, wymyslat wzor na szescian sumy postaci: (a+ b)3 =a’+b’ lub
(a+b)3 =a’ +3ab+b’. Dodanie wzoru na sze$cian sumy ma zapobiec tego typu po-
mytkom. Wzér na a” —b" tak naprawde jest caty czas nauczany w szkotach przy okazji
WZOru na sume wyrazoéw szeregu geometrycznego. Wpisanie go w punkcie poswieco-
nym wzorom skréconego mnozenia tworzy pofaczenie miedzy dwiema dziedzinami
matematyki i przy tej okazji zauwaza sie, ze rozne wzory sg szczegdlnymi przypadkami
jednego twierdzenia. Wielu uczniéw szybciej go zapamietuje i tatwiej go stosuje.

Przy wprowadzaniu rownan dokonano préby zmiany metody nauczania, w ktérej kta-
dzie sie bardzo duzy nacisk na obliczanie wyréznika (zwanego deltg) w rownaniu kwa-
dratowym. Prowadzi to czesto do absurdalnych przypadkoéw, gdy uczen, majac réwnanie
zapisane w postaci x(x—4) =0, aby wyznaczy¢ pierwiastki, oblicza wyréznik. Oznacza
to niezrozumienie tego, czym jest pierwiastek; aby temu zaradzi¢ dodano w podstawie
punkt Ill. 6). Wedtug zapisow w podstawie uczen nie musi zna¢ wzoru na wyrdznik ani
nawet nie musi zobaczy¢ tego wzoru na lekcji: wystarczy, aby umiat rozwigzywac row-
nania kwadratowe przez dopetnianie do petnego kwadratu. Wz6r na wyréznik moze
by¢ wygodny podczas analizowania réwnan kwadratowych (punkt Ill. 5) podstawy
w rozszerzeniu). Dzielenie wielomianu przez dwumian (punkt Il. 6) podstawy) réwniez
stuzy temu, aby uczen lepiej zrozumiat, czym jest pierwiastek wielomianu.

Geometria. W nauczaniu geometrii postawiono na nauczanie catosciowe, dlatego twier-
dzenia sinuséw i cosinuséw zamieszczono w tresciach nauczania w podstawie progra-
mowej w zakresie podstawowym, a nie tak jak byto poprzednio - w zakresie rozszerzo-
nym. Twierdzenie cosinuséw, ktére jest uogdlnieniem twierdzenia Pitagorasa, moze
by¢ wykorzystane i rozumiane jako twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.
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Podczas rozwigzywania zadan typu: rozstrzygnij, czy tréjkat o bokach 5,6 10 jest pro-
stokatny, rozwartokatny czy ostrokatny (zob. punkt VIII. 2) podstawy), bardzo wygodnie
jest skorzystac z twierdzenia cosinuséw. Przy wyznaczaniu naprzeciwko ktérego kata
lezy najdtuzszy bok, twierdzenie sinuséw okazuje sie bardzo wygodnym narzedziem.

Zadania konstrukcyjne zostaty opisane w tresciach nauczania jako pomoc w naucza-
niu geometrii. Tymczasem cze$¢ nauczycieli bardzo unika takich zadan ze wzgledu
na trudnosci techniczne zwigzane z przedstawieniem rozwigzania na tablicy; inni prefe-
rujg wykorzystywanie programow komputerowych do konstrukgji. Nie chcac narzuca¢
ustalonego schematu, twércy podstawy umiescili zadania konstrukcyjne w warunkach
realizacji. Nalezy zaznaczy¢, ze punkt VIII. 10) podstawy, méwigcy o tym, ze uczen wska-
zuje szczegOlne punkty w tréjkacie, bedzie bardzo trudny w realizacji, jesli zadania
konstrukcyjne zostana catkowicie pominiete. Zadania konstrukcyjne, ktérych jest wiele,
pozwalajg uczniom wykazac sie umiejetnoscia znalezienia metody konstruowania,
a potem uzasadni¢ jej poprawnos¢ we wszystkich konfiguracjach lub wskaza¢ zmiany
w zaleznosci od wzajemnego potozenia punktow, prostych itd.

Ciggi.W dziale dotyczacym ciggow (punkt VI) wprowadzono szereg zmian, ktore stawiajg
nauczanie tego zagadnienia w nieco innym swietle. Dotychczasowa praktyka naucza-
nia ktadta nacisk przede wszystkim na ciagi arytmetyczne i geometryczne. W obecnej
podstawie zmieniono gtéwne zatozenia. Dwa punkty zastuguja na szczeg6lng uwage.

Po pierwsze, uczen powinien umiec obliczy¢ kilka pierwszych wyrazéw ciggu zadanego
rekurencyjnie (punktVI. 2)). Zagadnienie to mozna realizowac w korelacji z nauczaniem
informatyki, gdzie uzywanie rekurencji w programowaniu jest dos¢ istotne. Dwa przy-
ktady ciagow podane w podstawie programowej nie sg przypadkowe. Pierwszy to cigg
Fibonacciego, ktory ma wiele wtasnosci — niektorych z nich mozna uczy¢ na lekcjach
ze zdolniejszymi uczniami. Drugi przyktad méwi o ciggu opisujacym rozprzestrzenia-
nie sie plotki. Podobne modele mozna rozwaza¢, opisujac rozwéj epidemii. W tym
miejscu mamy niejako ukryta korelacje z biologia: nauczyciel matematyki lub biologii,
opierajac sie na wtasnosciach tego ciaggu, moze poruszy¢ temat wyszczepialnosci po-
pulacji. Kluczowg informacja dla ucznia wynikajaca z rozpatrywania przyktadéw ciggéw
zadanych rekurencyjnie jest to, ze niektore zjawiska fizyczne, przyrodnicze czy spoteczne
mozna opisac (w przyblizony sposoéb) i bada¢ za pomoca ciggdw.

Drugi z punktow zastugujacych na podkreslenie to badanie monotonicznosci ciagu.
W zakresie podstawowym oczekujemy, ze uczenh bedzie badat proste ciggi o wyrazie

2 n
-1
ogolnym typu: a, :l, b, = (l—lj ,C, = ( ) ,d, = n—1+iz. Mozna rowniez bada¢
n n n n

monotoniczno$¢ ciggu zadanego rekurencyjnie, ktory pojawia sie w sytuacjach wzietych
z zycia. Dla przykfadu, kto$ ma w banku na lokacie 10 000 PLN oprocentowane na 2%
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w skali roku, a z lokaty pobiera rocznie 150 PLN: czy stan jego konta bedzie rést, czy ma-
lat? Naturalnie, w takim zadaniu mozna pokusi¢ sie o zapisanie stanu konta za pomocga
zwartego wzoru, monotonicznosc ciggu opisujacego stan konta w kolejnych latach jest
jednak o wiele tatwiejsza do zauwazenia.

W zakresie rozszerzonym przywrécono twierdzenie o trzech ciggach. Dzieki takiemu
sformutowaniu punktu VL. 1) typ ciagow, ktorych granice uczen powinien umiec obliczy¢,
sinn

jest dos¢ precyzyjnie okreslony. Ciagi o wyrazach ogdlnych: a, =vn+1— Jn, b =——
n

czy ¢, =V2" +3" mieszcza sie w tym typie, ale ciaggi o wyrazach ogdélnych: a, = nsinl,
n

b, = ﬂJuz nie. Skala trudnosci zadan na obliczanie granic jest dos¢ duza, w szczegolnosci
n

dostepnych jest sporo nietypowych zadan roznicujacych ucznia zdolnego od bardzo

zdolnego, ktére moga by¢ wykorzystane podczas egzaminu maturalnego. Co wiecej,

twierdzenie o trzech ciggach jest bardzo intuicyjne, jego dowdd jest prosty i pomaga
W Zrozumieniu pojecia granicy ciggu.

Prawdopodobieristwo. Do zagadnien z rachunku prawdopodobienistwa dodano obli-
czanie wartosci oczekiwanej w prostych grach (punkt XII. 5). Nie nalezy tego punktu
traktowac jako zachety do wprowadzania catej teorii zmiennej losowej i wartosci ocze-
kiwanej, a jedynie przedstawi¢ ogolny algorytm obliczania wartosci oczekiwanej wy-
granej w grach typu,ptace 1 PLN za rzut kostka, jesli wypadnie 6 to wygrywam 4 PLN,
jesli wypadnie cos innego - trace zaptacone pienigdze”. Jakkolwiek takiemu podejsciu
mozna zarzucac algorytmicznos$¢ i nierozwijanie umiejetnosci matematycznych, to in-
tuicyjne opanowanie algorytmu jest mozliwe nawet dla stosunkowo stabych uczniow.
Mysla przewodnig, jaka uczen powinien wynies$¢ z takich lekgji jest to, ze mozna oblicza¢
szanse wygranej i kierowac sie obliczeniami z rachunku prawdopodobienstwa w zyciu
codziennym. Rozwiazanie nawet kilku przyktadowych zadan podobnego typu moze
czesciowo uchronic¢ ucznidéw przed podejmowaniem ryzykownych dziatarn ekonomicz-
nych w przysztosci.

Realizujac tresci z zakresu rozszerzonego, zwtaszcza w klasach o profilach matematyczno-
-przyrodniczych, warto wyjasni¢ uczniom, ze prawdopodobienstwo zalezy od przy-
jetego modelu. Stuzy¢ temu moze paradoks Bertranda: zadanie polega na obliczeniu
prawdopodobienstwa, ze losowo wybrana cieciwa okregu o promieniu r>0 jest dtuzsza
od boku tréjkata rownobocznego wpisanego w ten okrag. tatwo mozna uzasadnic trzy
rézne wyniki zalezne od przyjetego sposobu losowego wyboru cieciwy.

Na poziomie rozszerzonym powinny pojawiac sie tez zadania, w ktorych przestrzen
zdarzen elementarnych ma tak wiele elementéw, ze do obliczenia ich liczby trzeba
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10000!
uzy¢ kalkulatora/komputera, by zapis wyniku typu p = nic nie mowit
Y P Y 2apls WYRIEEBPY P = 50001 50001 27700

o jego wielkosci (p = 0.008) i by naiwne uzycie kalkulatora nic nie dawato. Trzeba tez
uswiadamia¢ uczniom, ze rachunek prawdopodobienstwa bywa uzywany w takich
sytuacjach. W podrecznikach powinien pojawiac sie, oczywiscie bez dowodu, wzor
Stirlinga, bo on pozwala na szacowania wyrazen zawierajacych n! dla duzych n. Zada-
nia, w ktérych wyniku nie daje sie uzyska¢ za pomoca wypisania wszystkich zdarzen
elementarnych, sa konieczne dla zrozumienia rachunku oraz przyjecia do wiadomosci
tego, ze wzory kombinatoryczne sg uzyteczne.

Obecnosc¢ w tresciach nauczania w podstawie programowej wzoru Bayesa, zwanego tez
wzorem na odwrdcenie, pozwala na rozwigzywanie zadan zwigzanych z praktycznym
stosowaniem prawdopodobienstwa. Jednak trzeba pamietac o tym, ze prawdopodo-
bienstwo warunkowe, choc jest pozornie fatwym pojeciem, stwarza uczniom trudno-
$ci poznawcze.

Statystyka. W dziale statystyka pozostawiono obliczanie odchylenia standardowego,
gtownie ze wzgledu na korelacje z przedmiotami eksperymentalnymi. Podobnie jak
byto do tej pory, w tresciach nauczania nie jest wyjasnione, dlaczego odchylenie stan-
dardowe jest wazne i jakie ma zastosowanie. Aby wyjasnic¢ to zagadnienie, nalezatoby
do nauczania w szkotach wprowadzi¢ rozktad normalny, albo przynajmniej poda¢ regute
empiryczng, to znaczy, ze dla rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej E i odchy-
leniu standardowym D, 95% wynikéw miesci sie w przedziale [E-2D, E+2D]. W klasach,
w ktérych jest to mozliwe, wprowadzenie takiej reguty jest wskazane, niemniej dodanie
jej do podstawy programowej nie jest mozliwe ze wzgledu na koniecznos¢ zwiekszenia
liczby godzin na nauczanie matematyki.

Funkcje. Punkt V. 3) umieszczony w dziale Funkcje jest rowniez $cisle powigzany ze sta-
tystyka. Zdarza sie, ze uczen ma trudnosci z tagczeniem danych z réznych zrodet, jak
w przyktadowych zadaniach:
1. Jasszedt po gorach. Podane sa dwa wykresy. Pierwszy oznacza zaleznosc przebytej
drogi od czasu, drugi zaleznos¢ wysokosci od potozenia. Na jakiej wysokosci Jas
byt o godzinie 14.00?
2. Dany jest wykres rozpuszczalnosci azotanu srebra w wodzie w zaleznosci od tem-
peratury. W jakiej temperaturze rozpuszcza sie w 100 g wody doktadnie potowa
tej ilosci azotanu srebra, jaka rozpuszcza sie w temperaturze 80 stopni?

Przy blizszej analizie zadanie 1 wymaga ztozenia funkcji, zadanie 2 - uzycia funkgji
odwrotnej. W zakresie podstawowym oczekujemy jednak wyfacznie intuicyjnego po-
stugiwania sie tymi pojeciami, jak w powyzszych dwoch zadaniach. Ten punkt powinien
byc traktowany jako wstep do nauki o ztozeniach funkcji w zakresie rozszerzonym.
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Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. W dziale poswieconym rachunkowi rézniczkowe-
mu (punkt XIIl) zmieniono tytut na Optymalizacja i rachunek rézniczkowy oraz w zakresie
podstawowym dodano punkt méwiagcy o stosowaniu funkcji kwadratowej do optyma-
lizacji. Nie jest on nowoscia, byt bowiem zamieszczany w poprzednich podstawach,
ale w dziatach poswieconych funkcji kwadratowej. Przeniesienie tego punktu, a takze
wspomniana zmiana nazwy dziatu ma na celu podkreslenie wagi optymalizacji. Uczen
powinien konczy¢ szkote z przeSwiadczeniem, ze wiele rzeczy w matematyce da sie
zoptymalizowa¢; nawet jesli z czasem zapomni konkretnych metod, bedzie mogt do nich
wrdci¢, o ile zachowa ,,optymalizacyjne” spojrzenie na matematyke.

Wprowadzajac pochodne, nalezy od razu wigzac je z fizyka (predkosc chwilowa, przyspie-
szenie chwilowe jako granice predkosci sredniej i przyspieszenia sredniego w krotkich
okresach czasu i wspomnie¢, ze tak dziatajg predkosciomierze) oraz z geometrig (pro-
wadzimy proste przez ustalony punkt wykresu i bliskie mu punkty wykresu, a w granicy
otrzymujemy styczng do wykresu). Zwigzek pochodnej ze styczng pozwala uczniowi
na geometryczne zrozumienie wzoru na wartos¢ przyblizona funkgcji.

Jednym z gtéwnych celéw wprowadzania pochodnych jest zrozumienie przez uczniow
postepowania pozwalajacego na stwierdzenie, gdzie funkcja rosnie, gdzie maleje i wy-
whnioskowania stad, w ktérych punktach przyjmuje najwiekszg lub najmniejszg wartos¢.
Poniewaz w szkole w zasadzie nie ma mozliwosci omawiania twierdzenia Weierstrassa
o osigganiu kreséw przez funkcje ciggta na domknietym przedziale, wiec monotonicz-
nos¢ jest jedynym narzedziem pozwalajagcym uczniom na stwierdzenie, ze w jakims$
punkcie funkcja ma najwiekszg lub najmniejszg wartosc. Twierdzenie Fermata o ze-
rowaniu sie pochodnej w tych punktach wewnetrznych dziedziny, w ktérych funkcja
przyjmuje wartosc ekstremalna jest wazne, ale pozostaje kwestia wyjasnienia, w ktorych
punktach krytycznych rzeczywiscie sa przyjmowane wartosci ekstremalne funkcji. Na-
uczanie tego twierdzenia czesto prowadzi do zapamietania przez uczniéw wygodnej, ale
niepoprawnej reguty: ,, pochodna sie zeruje, znaczy mamy maksimum albo minimum,
zaleznie od tego, czego szukamy’. Szukanie ekstremoéw przez badanie monotonicznosci
(znaku pochodnej) pozwala na unikniecie tego rodzaju btedow.

Twierdzenie o monotonicznosci na przedziale funkgcji, ktérej pochodna ma staty znak,
pozwala rowniez na dowodzenie nierdwnosci, wiec szacowanie funkcji, np. tatwo mozna

udowodni¢, ze dla x>0 zachodzi nieréwnos¢ podwdjna 1+ % - %xz <Yl+x< 1+§ .
Twierdzenie o pochodnej funkcji potegowej (x“)'z ax“" powinno by¢ formutowane
dla dowolnego wyktadnika rzeczywistego, a dowodzone w zakresie dostepnym dla

ucznia, wiec co najwyzej dla wymiernych wykfadnikow, w szczegoélnosci dla wyktadnika

% i nie powinno sie traktowa¢ wzoru na pochodng pierwiastka kwadratowego jako
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oddzielnego twierdzenia, co czesto ma miejsce. Warto podkresli¢, ze wspomniany wzor
dziata zawsze wtedy, gdy jego prawa strona ma sens, wiec réwniez dla niedodatnich x
2 1939

5
,a=—,a=——— aleniedla a:—z).

1
dla niektérych g, np.dla a =—
( yehanp.daa=g. 4=y 1683

Jednym z nielicznych rzeczywistych zastosowan fizycznych osiggalnych w szkole jest
prawo odbicia Swiatta od zwierciadta w ksztatcie wykresu funkcji r6zniczkowalnej: kat
padania rowny jest katowi odbicia, ktére mozna wywnioskowac z zasady Fermata:
$wiatto porusza sie z punktu A do punktu B po drodze, na przebycie ktérej potrzebuje
najmniej czasu, katy to katy, jakie tworzy promien ze styczng do wykresu funkgcji. Fakt
ten wynika natychmiast z tego, ze pochodna w punkcie, w ktérym funkcja ma najmniej-
szg wartos¢ jest zerem. Mozna ten przyktad omoéwi¢, bo uczniowie dysponowac beda
wzorem na pochodna funkgji x> i wzorem na pochodna ztozenia.
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dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszynska

Chcemy utatwi¢ nauczycielom wprowadzanie w szkole ponadpodstawowej niektérych
tresci nauczania zapisanych w podstawie programowej matematyki. Dlatego tez do wy-
branych dziatdw wymagan szczeg6towych zamieszczamy po kilka przyktadéw zadan
wraz z ich rozwigzaniami; inne rozwigzania, o ile s tylko prawidtowe, sg dopuszczalne.
Zaproponowane metody rozwigzania nie powinny byc¢ traktowane przez nauczycieli
jako wytyczne zawezajace spektrum mozliwosci.

Pochodne i optymalizacja

Przypominamy najpierw metody wyznaczania pochodnej.

Twierdzenie 1. (o arytmetycznych wiasnosciach pochodnej)
Zatozmy, ze funkcje £ i f s rézniczkowalne w punkcie x. Wtedy funkcje f+g, f-g

f

i, jesli g(x) # 0, to rédwniez — sg rézniczkowalne w punkcie x i zachodzg wzory:
g

a) (f+g) (x)=1"(x)+g (x) oraz (f-g) (x)= 1 (x) =g (x),
/' (x)g(x) =/ (x)g'(x)

b) (f-g)’ (x):f' (x)g(x)+f(x)g'(x) oraz (é] (x) = 20’

0 (cf(x))’ =¢f (x) dlakazdego c € R.

Wazny wzér (x”) = nx""' dla kazdej pary liczb rzeczywistych x,n, dla ktérych nx"~" jest
zdefiniowane, w szczegolnosci: jesli x > 0, to dla kazdego rzeczywistego 7, jesli x <0,

to dla kazdego n wymiernego, ktére mozna zapisa¢ w postaci £, gdzie g jest liczba
q
catkowita, liczba catkowita ¢ jest nieparzysta i dodatnia, NWD(p,q) =1.

Na przykiad:
(xz) = 2x dla kazdej liczby rzeczywistej x;

(xﬁ) =2x"" dla kazdego > , przyjmujemy, ze 0 =0 dla kazdego a > 0;
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(x‘7 )' =-7x"" dla kazdego x #0;

(3 xz) :(xm)’ :gx‘” _ 2 dla kazdego x # 0

33x

LY ey 1o
(@] _(x1/4)_ 4x54 4

(2x+3] (2x+3) (3x+4)—(2x+3)(3x+4)  2(3x+4)-3(2x+3) -1
3x+4 (3x+4) - (3x+4) (3x+4)

- dla kazdego x # —%;

((2x+3)(3x+4)) =(2x+3) (3x+4)+(2x+3)(3x+4) =2(3x+4)+3(2x+3)=12x+17
dla kazdego rzeczywistego x, mozna tez inaczej
((2x+3)(3x+4)) =(6x>+17x+12) =6-2x+17 =12x+17.

Definicja stycznej do wykresu funkcj

f(z)o 5

-

Jeslifunkcja f ma (skoriczong) pochodna w punkcie p,to méwimy, ze prosta o wspot-
czynniku kierunkowym przechodzaca przez punkt P = (p,f(p)) wykresu funkgji 1
jest styczna do wykresu w punkcie P.

Styczna ma wiec réwnanie y = /'(p)(x—p)+ f(p).

Styczng do wykresu funkcji y=x> w punkcie (1,1) jest prosta o réwnaniu
y:2(x—1)+1:2x—1.
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Styczng do wykresu funkgji y =(2x+3)(3x+4) w punkcie (—1,1) jest prosta o réwnaniu
y:5(x+1)+1:5x+6.

Styczna do wykresu funkcji y =3x+4 w punkcie (—l,l) jest prosta o rownaniu
y= 3(x+l)+1 =3x+4, wiec w tym wypadku styczna pokrywa sie z wykresem.

Przytoczymy teraz najwazniejsze z punktu widzenia szkolnej matematyki twierdzenie
o pochodnych.

Twierdzenie 2. (0 monotonicznosci funkcji rézniczkowalnej)
Zatézmy, ze 1 jest funkcja ciggta w kazdym punkcie przedziatu P i rézniczkowalna
we wszystkich jego punktach wewnetrznych. Przy tych zatozeniach funkcja 1 jest:
- niemalejaca (x <y=f(x)< f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f”
jest nieujemna,
- nierosnaca (x <y=f(x)= f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f’
jest niedodatnia.

Twierdzenie 3. (charakteryzujace funkgje stata)

Funkcja ciaggta na przedziale P, r6zniczkowalna we wszystkich jego punktach wewnetrz-
nych jest stata wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) =0 dla kazdego punktu wewnetrznego
przedziatu P.

Dowdd. Funkcja stata jest jednoczesnie niemalejaca i nierosnaca, zatem jej pochodna
jest jednoczesnie nieujemna i niedodatnia, czyli zerowa. Jesli natomiast pochodna jest
zerowa, czyli jednoczesnie nieujemna i niedodatnia, to funkgja jest zarowno niemalejaca,
jak i nierosnaca, wiec jest stata.

Twierdzenie 4. (o $cistej monotonicznosci funkgji rézniczkowalnych)
Zaktadamy jak poprzednio, ze funkcja 1 jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu P
oraz ze jest r6zniczkowalna w kazdym punkcie wewnetrznym przedziatu P . Przy tych
zatozeniach funkcja 1 jest:
« Scisle rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna oraz miedzy
kazdymi dwoma punktami przedziatu P znajduje sie punkt, w ktérym pochodna
f' jest dodatnia,
« Scisle malejgca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niedodatnia oraz miedzy
kazdymi dwoma punktami przedziatu P znajduje sie punkt, w ktérym pochodna
f' jestujemna.

41



WSKAZOWKI METODYCZNE

llustracjg twierdzenia o $cistej monotonicznosci funkcji rézniczkowalnej jest funkcja
f(x)= x+gsm(5x) , ktorej wykres zamieszczono ponizej.

o L oinflGa
x + z sin(5a)

Przyktad 1 pokazuje zastosowanie twierdzenia o scistej monotonicznosci funkgji
rézniczkowalnej.

Przyktad 1.
Niech f(x)=20x"-15x" +3x".

1 5 -
20z - 1524 + 32°

Wtedy zachodzi réwnoé¢ f'(x)=60x> —60x" +15x* =15x*(x~2)" >0 przy czym ta
pochodna zeruje sie jedynie w punktach 0 oraz 2 .Z twierdzenia o scistej monotonicz-
nosci wynika, ze funkcja 1 jest scisle rosngca na catej proste;.
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Przyktad 2.
Niech f(x) =X’ —3x.

J(x)=a"-3r

Mamy wtedy f’(x)=3x*-3=3(x-1)(x+1), wiec f'(x)=0 < x=1 lub x=-1,
f'(x)>0< x>1lub x<—-loraz f'(x) <0< —1<x<1.Wobectego f jestscisle ro-
sngca na kazdej z potprostych (—o0,—1>, <1,4+%0), $cisle malejaca na przedziale < —1,1>.

Jaka jest najwieksza wartos¢ funkcji  na przedziale <—1,2 >?

Z monotonicznosci funkcji f wnioskujemy, ze jest to wieksza z liczb f(—1)=2
i f(2) =2, wiec jest to 2. Najmniejsza wartoscia f na przedziale <-1,2 > jest oczy-
wiscie f(1)=-2.

Jaka jest najwieksza wartos$c funkcji f* na przedziale <-3,3>7?

Z monotonicznosci funkcji f wnioskujemy, ze jest to wieksza z liczb f(—l) =2

i f(3) =18, wiec jest to 18. Najmniejsza wartoscig f na przedziale < -3,3 > jest oczy-
wiscie mniejsza zliczb f(-3)=-18 i f(1)=-2, wiec jest to liczba = —18.

Wida¢ wiec, ze najwieksza (lub najmniejsza) wartos¢ funkcji moze by¢ przyjmowana
wewnatrz przedziatu w punkcie zerowania sie pochodnej lub w koncu przedziatu i wtedy

pochodna nie musi sie zerowac.

Uwaga. Bardzo czesto uczniowie piszq, ze funkcja f jest scisle rosnqca na zbiorze
(—o0,—1>U <1,40), co jest btedem, bo —1<1 oraz 2= f(-1)> f(1)=-2.
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Przyktad 3.
Niech f(x) =48x7 —12x* +x°.

100

Wtedy f'(x)=96x—48x>+6x° = 6x(x2 —4)2.Wobec tego f'(x) <0 dlakazdego x <0
oraz f'(x)>0 dla kazdego x>0. f'(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x{-2,0,2}.
Z twierdzenia o $cistej monotonicznosci wynika natychmiast, ze na potprostej (—o,0 >
funkcja f jest Scisle malejaca, a na potprostej < 0,00) - $cisle rosnaca. Jej najmniejszg
wartoscia jest wiec liczba f(O) =0.W punktach —2 i 2 funkcja nie ma lokalnych eks-
treméw, cho¢ pochodna w nich zeruje sie.

Przyktad 4.

Znalez¢ maksimum objetosci bryt powstatych w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego
o obwodzie 1 wokot jego przeciwprostokatne;.

Rozwigzanie:
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a) Wyznaczenie funkcji objetosci.

Niech a, b, ¢ oznaczajg boki tréjkata, przy czym c to przeciwprostokatna. Bryta, ktora
powstaje w wyniku obrotu tréjkata wokot boku ¢ to dwa stozki zlgczone podstawami.
Promieniem wspdlnej podstawy obu stozkdw jest wysokos¢ 7, danego tréjkata opuszczona

na przeciwprostokatng c. Z wzoréw na pole tréjkata: %ab = %chc wynika, ze

h = ab . Suma wysokosci tych stozkéw jest rowna c. Stad wnioskujemy, ze suma ich

‘¢
2 2
a_bj oor(ab)

objetosci jest rowna V' = 2 (
c 3c

Wiemy, ze a’ +b” = ¢’ (tw. Pitagorasa) i a +b +c =1 (dany obwéd tréjkata). Wobec tego
2ab=(a+b)2 —(a2 +b2):(1—c)2 —t=1-2c.

b) Objetosc jako funkcja zmiennej c i jej pochodna.

1-2¢)’
Zachodzg wiec wzory V:V(c):u—1(1—4+4cJ i V'(c)=%£_i+4j_

12¢  12\c >

¢) Szukamy maksimum objetosci. {
Wynika stad, ze V'(c¢) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = iE , zatem kandydatami

na punkt, w ktorym funkcja V' przyjmuje swa najwieksza wartosc sa 1 oraz —%.

Poniewaz c¢ jest dlugosciag boku trojkata, wiec ¢ >0 > —%. Liczba % tez nie wchodzi

w gre, bo wtedy bytaby spetniona rownos¢ a+b = 1—% = % =c,wbrew temu, ze: suma
dwéch bokow tréjkata jest wieksza od trzeciego. Oznacza to, ze pochodna funkcji V'
jest rozna od 0 w kazdym punkcie nieznanej nam jeszcze dziedziny, zatem funkcja
V' jest $cisle monotoniczna na kazdym przedziale zawartym w swej dziedzinie. Mu-
simy wiec znalez¢ dziedzine funkcji V' . Liczby a,b,c maja by¢ bokami tréjkata pro-
stokatnego o obwodzie 1. Musza wiec by¢ dodatnimi rozwigzaniami uktadu réwnan:
a’+b> =c’, a+b=1-c.Warunek ten jest tez dostateczny:jesli a, b, c>0i a* +b° =c?,
to (a+b)2 >a’+b° =c?, zatem a+b>c i oczywiscie a+c>c>b oraz b+c>c>a.
Oznacza to, ze z odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowac tréjkat, oczywiscie
prostokatny. Ukfad réwnan rownowazny jest nastepujacemu:

(l—c)2 —c? _l

a+b=1-c, ab= =——c.
2 2

Liczby a i b sa wiec pierwiastkami réwnania kwadratowego > —(1—c)t+l—c =0.
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d) Jakie wartosci moze przyjmowac c?
Warunkiem koniecznym i dostatecznym, by to réwnanie miato dodatnie pierwiastki dla

- - . 1
dodatniej wartosci parametru c, jest O<c<§ oraz
OSA:(l—c)z—4(%—c)=—1+2c+c2 =(c+1) -2

czyli \/5—1 <c< % Z tej nierébwnosci wynika, ze V'(c) = l(—iz+ 4] < 0,atooznacza,
c

1
ze funkcja ¥ maleje na przedziale < —~2- 1, E).Wobec tego najwieksza wartoscia funkgji

. . 77(3—2\/5)2 72'(\/5—1)2 ju
VjestllczbaV(ﬁ—l)z 12(«/5—1) :12(\/5_1):E

Dla c=+2-1 otrzymujemy trojkat réwnoramienny, bo A = 0, wiec pierwiastki réwnania

(ﬁ_1)3 :%(5&—7) ~0,02.

1
kwadratowego x* —(1—c¢)x+ Se= 0, czyli liczby a i b sa réwne. Dodajmy jeszcze,
ze w zadaniu nie wymagano oszacowania najwiekszej objetosci.

Komentarz. Ten przyktad powinien przekona¢ uczniéw i nauczycieli o koniecznosci
zwracania uwagi na dziedzine funkgji — w tym zadaniu to nie jest czynnos¢ rutynowa.
Bez znalezienia dziedziny nie da sie znalez¢ bryty o najwiekszej objetosci. Omawiatem
to zadanie wielokrotnie na ¢wiczeniach ze studentami i jeszcze sie nie zdarzyto, by
studenci chcieli, aby objetos¢ V' potraktowac np. jako funkcje zmiennej a.

ra’ (1—26[)2
6(1-a)(1-2a+24*)

Skorzystalibysmy wtedy z nastepujacego wzoru V = V(a) =

Maksimum osiggane bytoby w punkcie wewnetrznym dziedziny funkcji V, czyli

przedziatu (O,%), mianowicie w punkcie 2 _2\/5 , zatem w punkcie zerowania sie
pochodnej funkgji V' . Bytoby mniej ktopotu z dziedzing funkgji, za to wiecej z obliczenia-
mi. Czesto studenci nie potrafili stwierdzi¢, ze poniewaz funkcja ma niezerowg pochodng
na przedziale, to jest na nim monotoniczna. Wydawato im sie, ze w obliczeniach byt
bfad, bo skoro w jakims$ punkcie ma by¢ maksimum, to pochodna musi sie tam zerowa¢,
zapominajac, ze to twierdzenie méwi o punktach wewnetrznych dziedziny.
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Przyktad 5.
Rozpatrujemy wszystkie walce o danym polu powierzchni catkowitej P .Oblicz wysokos¢
i promien tego walca, ktérego objetosc jest najwieksza. Oblicz te najwiekszg objetos¢.

Rozwiqzanie.

h

_______

Niech r» >0 oznacza promien podstawy walca, a & - jego wysokos$¢. Zachodzi wtedy

2

P-2
wzér P =2zxr* +27zrh.Wobec tego /= 2—7” . Jest jasne, ze wysokos¢ walca jest
r

P
liczbg dodatnia, zatem P> 277, czyli 0 <r < /2— .
T

2P 27t

oy ;( rP—2nr’ ) Zachodzi réwnos¢ V'(r) :%(P—672'r2),

Mamy wiec V' (r) =7z

Jedynym punktem przedziatu [0 / P J w ktérym ta pochodna jest réwna 0 jest liczba

‘/ Jedli 0<r< / toV >0 a jezeli /—<r< / toV

Wobec tego z twierdzenia o $cistej monotonicznosci funkgji rézniczkowalnych wynika,
ze V jest scisle rosnaca na przedziale otwarto-domknietym (0, \/P/67r> .

Wobec tego, jesli 0 < r < /i o V(r)<V /i )
6r 6r

Na przedziale domknieto—otwartym <\/P/ 671,0) funkcja V' jest $cisle malejaca,

wiec V ‘/i >V (r)dlakazdejliczby r /i, /i .Udowodhnilismy w ten sposéb,
67 6 \ 2«

[P 1, [P PY| P [P

ze najwieksza wartoscia funkcji V' jest liczba V{ —]z— P ——27{ —J Jz— —,

6 2 6 67 3 Vorn

promieniem podstawy tego walca jestliczba /6£ , a jego wysokoscia - liczba 2, /6£ .
T 4
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Przyktad 6.
Niech a >b> bedaliczbamirzeczywistymi. Niech P oznacza prostokat, ktérego jeden
bok ma dtugos¢ g, a drugi b. Z prostokata P wycinamy cztery kwadraty o boku

X€E (0, gj, zawierajgce cztery wierzchotki P tak, ze pole P zmniejsza sie o 4x”. Nastepnie
zaginamy,wystajace” czesci powstatego dwunastokata (niewypuktego) tak, by powstato
pudetko o wymiarach a —2x, b—2x, x.Dla jakiego x pojemnos$¢ otrzymanego pudetka
bedzie najwieksza?

Rozwiqzanie.

[t}

Niech V' (x)=x(a—2x)(b—2x) bedzie pojemnoscia pudetka. 7 jest funkcja ciagta,
a nawet rézniczkowalng w kazdym punkcie swej dziedziny. Z punktu widzenia pojemnosci

pudetka dziedzing funkgji V' jest przedziat [0, gj
Spetniona jest rowno$¢ ¥'(x) =12x* —4(a+b)x + ab. Poniewaz

A=(4(a+b)) ~412-ab=16((a+b)’ ~3ab) =16(a> ~ab+b*) > 16x > 0, wiec réwna-
nie kwadratowe 12x* — 4(a +b)x +ab =0 ma dwa pierwiastki, ale nie wiadomo,
czy znajduja sie one w przedziale (0, %) Poniewaz sumg pierwiastkéw jest liczba

4(a+b) : , ab . . a+bta’ —ab+b’
T >0, ailoczynem liczba T > 0, wiec obie liczby p

sg dodatnie. Mamy

a+b—a’—ab+p _(a+b) —(a’—ab+P’) ab b

= < —

6 6(a+b+\/a2—ab+b2) 2(a+b+\/a2—ab+b2) 2
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2 2 2
bo a+b++a* —ab+b*> > a.Terazzauwazmy, ze atb+~a —ab+b 2a+b+\/b_2é_
6 2

6

Wobec tego, jesli 0 < x <

)>O,

a+b—~a*—ab+b’ ,
p ,toV(x

2 2
ajesli atb a6 ab+b <x<5,to V'(x) < 0.Wykazalismy, ze na przedziale

(0 a+b—+a*—ab+b’
’ 6

a+b—+a*—ab+b*
6 7

>, funkcja V' rosnie, wiec jezeli 0 < x <

a+b—~a*—ab+b* b
6

,ana przedziale < ’Ej funkcja

to V(x)<V[a+b—\/a2 —ab+b2J
6

V' maleje, zatem jesli ¢ <x< 5 toV

a+b—+a*—ab+b? b a+b—a*—ab+b’
5 >V(x).

a+b—\/a2—ab+b2J
6 !

Stad wynika, ze najwiekszg wartoscig funkcji V' jest liczba V(

2 2
zatem bok kwadratu powinien mie¢ diugos¢ ¢+b—Va —ab+b"
6

Uwaga. Mozna np. przyjag¢ a=b=4 albo a=5 i b=38.

Przyktad 7.
Jakiej dtugosci statek moze zakreci¢ z kanatu o szerokosci a > 0 do prostopadtego don
kanatu o szerokosci b > 0 ? Zaktadamy, ze oba kanaty sg bardzo dtugie.

Rozwiqzanie.
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Bedziemy zaniedbywac szerokosc¢ statku. Niech P oznacza punkt, w ktérym brzegi
kanatow sie tacza (z P wychodzg dwie prostopadte potproste, jedna jest brzegiem
pierwszego kanatu, a druga - drugiego). Prowadzimy przez P prosta, ktéra przecina
drugi brzeg pierwszego kanatu w punkcie 4, a drugi brzeg drugiego kanatu - w punk-
cie B.Jasne jest, ze dtugosc statku musi by¢ mniejsza niz dtugos¢ odcinka 4B . Niech
C bedzie rzutem prostokatnym A4 na drugi brzeg pierwszego kanatu, a D - rzutem
prostokatnym B na drugi brzeg drugiego kanatu. Niech x = |CP| . Z podobienstwa

b
trojkatow PAC i PBD wynika, ze 22 wiec |BD)| _,
a |BD X

212
Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze |BD| = vx* +a’ +1/a —+b”. Dtugos¢ statku musi
X

212
wiec by¢ mniejsza od Vx> +a” +,|< 12) +b* dlakazdego x >0.Mamy wiec znalez¢
x

2712
najmniejsza wartos¢ funkgji f zdefiniowanej wzorem f(x)=+x*+a’ +4/a]2) +b°.
X

212
ab
X 3 X a’b x’ —a’b
Jejpochodnato f”(x)= e T— = —~ = .
\/)c2+a2 \/azbz L \/)c2+a2 xzx/xz—i-a2 X +a?
2
X

Mamy f'(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =</a’b. Jasne jest, ze na potprostej

3/ 2 L, PR . . P 3/ 2
(\/a b,OO)zachod2| nieréwnos¢ f (x) >0 (wiec f jestscisle rosngca na <\/a b,),
anaodcinku (O, \3/a2b) nieréwnos¢ f'(x) <0 (wiec f jestscisle malejaca na przedziale

(0,\3/a2b2, a to oznacza, ze w punkcie Ya’bh funkcja f przyjmuje swa najmniejsza
wartosc¢. Ta najmniejsza wartosc funkgji f*, czyli liczba

212
ab 32
/a4/3b2/3 PR T i p? =\/a4/3b2/3 P +\/a2/3b4/3 e :(a2/3 +b2/3)
a

to gorne ograniczenie dtugosci statku, ktéry w rzeczywistosci musi by¢ jeszcze krotszy,
bo przeciez zaniedbalismy jego szeroko$¢, nie przejmowalismy sie ksztattem itp.
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Przyktad 8.

Dowies¢, ze jesli x € (0,1)U(L,0) i a e(—0,0)U(l,),to x* >1+a(x-1).

Niech f(x)=x"-1-a(x—1).Mamy f'(x)=ax"" —a= a(x"" —1).Wynika stad tatwo,
ze f(x)>0dlax>1oraz / (x)<0 dlaxe(0,1).Funkcja 1" jest wiec scisle malejaca
na przedziale (0,1> i Scisle rosngca na potprostej (1,00), a stad wynika, ze f(l) =0 jest

jej najmniejsza wartoscia, wiec f(x)> 0 dla kazdego x €(0,1)(1,).

Czytelnikowi pozostawiamy dowdd nieréwnosci x* <1+a (x - 1) przy zatozeniu 0 < a <1,
1#x>0.

Przyktad 9.

&
(=r.0) i [fm

Niech r>0i f(x)=vr’—x* dla xe(-r, r).Wtedy f'(x)=

2—x = dla xe(—r, r),

w punktach —r i r funkcja ' nie ma skonczonej pochodnej. Jesli —r <a <,

to réwnanie stycznej do wykresu funkgcji /* w punkcie (a,\/r2 —x ) przyjmuje

takq posta¢ y = ﬁ(
r’—a

[ 2 2
o wspétczynniku kierunkowym ¥”_~%  Oznacza to, ze w wypadku wykresu
a

x—a)+r’ —a’.Prosta ta jest prostopadta do proste;

funkgcji £, ktory jest potokregiem, definicja stycznej podana wyzej pokrywa sie z kla-
syczng definicjg stycznej do okregu, np. jako prostopadtej do promienia.
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Rachunek prawdopodobienstwa

Trzy pierwsze przyktady ilustrujg dziatania kombinatoryczne, w ktérych zastosowano re-
guty dodawania i mnozenia. Kolejne dotycza rachunku prawdopodobienstwa, a w szcze-
golnosci prawdopodobienstwa warunkowego oraz omawiajg paradoks Simpsona.

Przyktad 1.

Liczby 1,...,10 ustawiamy w ciag 10-elementow, taki, ze zadne dwie liczby sie nie po-
wtarzaja. Na ile r6znych sposobdw mozna ustawic te liczby tak, zeby zadne dwie liczby
parzyste nie staty obok siebie.

Rozwiqgzania:
Pierwszy sposob. Ustawmy najpierw liczby nieparzyste. Liczby parzyste mozemy wsta-
wia¢ miedzy liczbami nieparzystymi albo na poczatku, albo na koncu ciggu. Daje to facznie

6
6 miejsc do wstawienia liczb parzystych. Liczb jest 5, czyli mamy ( j: 6 mozliwosci.

Kazda konfiguracja liczb parzystych i nieparzystych daje tacznie 51 mozliwosci, czyli
ostatecznie jest 86400 mozliwosci.

Drugi sposob. Zauwazamy, ze jesli trzy liczby nieparzyste stojg obok siebie, to zawsze
znajdziemy pare liczb parzystych stojacych obok siebie. Podobnie, jesli dwie pary liczb
nieparzystych stoja obok siebie, to zawsze bedzie stata obok siebie para liczb niepa-
rzystych. W zwigzku z tym mamy dwie sytuacje: albo jest doktadnie jedna para liczb
nieparzystych stojacych obok siebie, albo nie ma zadnej.

« Jedli jest doktadnie jedna para liczb nieparzystych stojacych obok siebie, to musi
ona sta¢ na miejscach 2,3, 4,5, 6,7 lub 8,9: uzyskujemy wtedy konfiguracje
PNNPNPNPNP, azdo PNPNPNPNNP. Lacznie mamy 4 mozliwosci. Podkreslamy, ze
para liczb nieparzystych nie moze sta¢ na miejscu np. 3,4, bo wtedy nie zmiesz-
czq sie wszystkie liczby parzyste.

+ Jeslinie ma ani jednej pary liczb nieparzystych stojacych obok siebie, mamy dwie
konfiguracje: PNPNPNPNPN i NPNPNPNPNP.

tacznie znalezlismy 6 konfiguracji. Kazdej konfiguracji odpowiada 5!=120 mozliwo-
$ci permutacji zbioru liczb nieparzystych {1,3,5,7,9} i 51=120 mozliwosci permutacji

zbioru liczb parzystych {2,4,6,8,10}.

Odpowiedzia jest wiec 6-120° = 6-14400 = 86400 .
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Przyktad 2.

W urnie znajduje sie pie¢ biatych kul ponumerowanych liczbami od 1 do 5 oraz szes¢
czarnych kul ponumerowanych liczbami od 1 do 6. Na ile sposobéw mozemy wy-
ciggnac dwie biate kule i trzy czarne kule tak, by wszystkie numery na kulach byty
rézne? Kolejnos¢ wyciggania nie ma znaczenia, czyli nie rozrézniamy konfiguracji réz-
nigcych sie permutacja.

Rozwigzanie. Mamy dwie roztgczne sytuacje:
+ jedna z wylosowanych czarnych kul ma numer 6;
+ zadna z wylosowanych czarnych kul nie ma numeru 6.
: . 5 . .
W przypadku (a) czarne kule mozemy wybrac na [2] =10 sposobdéw. Na biate kule
pozostaja trzy mozliwosci (bo dwa numery zabraty nam kule czarne o numerach 1-5).
Tak wiec mamy (2] =3 mozliwosci dla biatych kul i tacznie 30 mozliwosci.

5
W przypadku (b) czarne kule wybieramy na (3} =10 sposobow. Teraz biate kule sa

wyznaczone jednoznacznie, bo musimy wybrac dwie kule zdwuelementowego zbioru.
tacznie mamy 30+10 =40 mozliwosci.

Przyktad 3.
lle jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3 lub przez 137

Rozwiqzanie. Liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3 jest 300. Widzimy to biorac
mozliwg parametryzacje tego zbioru {102 + 3k}, iwtedy £ e {0,1,...,299}.

Liczb trzycyfrowych podzielnych przez 13 jest 69: sg one postaci 104 +13k, gdzie
0<k<e68.

Mamy jeszcze liczby podzielne przez 39. Jest ich 23 isa to liczby postaci117 +39 dla
0<k<22.

Aby otrzymac rozwigzanie zadania, dodajemy liczbe liczb podzielnych przez 3 do liczby

liczb podzielnych przez 13 i odejmujemy liczby podzielne przez 39, ktére policzylismy
dwukrotnie. Odpowiedzia jest 69+ 300 — 23 =346.
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Przyktad 4.
Rzucamy dwa razy moneta. Wiadomo, ze przynajmniej raz wypadt orzet. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze przynajmniej raz wypadta reszka?

Rozwiqzanie. Przestrzen zdarzen sktada sie z czterech elementéw: OO, OR, RO i RR, gdzie
,R” 0znacza reszke a , 0" - orta. Niech 4 oznacza zdarzenie, ze wypadta co najmniej
jedna reszka, B oznacza, ze wypadt co najmniej jeden orzet.

1 3 P(ANB)

Mamy P(AmB):E, P(B):Z,zatem P(A|B)= —%.

W =
Przyktad 5. Paradoks Simpsona

W styczniu w pewnych dwoch miejscowosciach A, B panowata epidemia grypy. Wiado-
mo, ze odsetek chorych mezczyzn oraz odsetek chorych kobiet byty wieksze w miescie
A. Czy wynika stad, ze odsetek chorych byt wiekszy w miescie A?

Rozwiqzanie. Zawarte w tytule stowo ,,paradoks” sugeruje, ze odpowiedz bedzie nieintu-
icyjna. Sprobujmy zatem znalez¢ sytuacje, w ktorej odsetek chorych mezczyzn i chorych
kobiet w miescie A jest wiekszy, ale odsetek chorych jest wiekszy w miescie B.

Poszukajmy mozliwej sytuacji. Na przyktad: w miescie A jest jedna kobieta i jest ona
chora. W miescie B moze by¢ na przyktad 99 kobiet i 98 jest chorych.

Aby rozumowanie sie udato, musimy mie¢ mato mezczyzn w miescie B, powiedzmy, ze
jest 1 mezczyznaii jest on zdrowy. W miescie A moze by¢ na przyktad 99 mezczyzn. Wa-
runki zadania beda spetnione, jesli bedzie co najmniej jeden chory mezczyzna w miescie
A. Przypuscmy, ze tak jest. Nasze rozwazania podsumujemy w tabelce.

Miasto A Miasto B
Kobiety 1 99
Chore kobiety 1 98
Odsetek chorych kobiet 100% ~99%
Mezczyzni 929 1
Chorzy mezczyzni 1 0
Odsetek chorych mezczyzn ~1% 0%
Mieszkancy facznie 100 100
Chorzy mieszkancy 2 98
Odsetek chorych mieszkancéw | 2% 98%

Z naszych rozwazan wynika, ze moze sie zdarzy¢, iz odsetek chorych w miescie B

jest wiekszy.
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Dowody

Przyktad 1.

Udowodni¢, ze jesli punkty 4, 4,, 4,....4,,,, 4,, sa kolejnymi wierzchotka-
mi 2n-kata wpisanego w okrag, to suma katéw wewnetrznych tego wielokata
o wierzchotkach 4, 4,,...,4,, , rbwna jest sumie pozostatych katéw wewnetrznych,
czyli katéw wewnetrznych o wierzchotkach 4,, 4,,...,4,,.

Rozwiazanie.

Niech ¢, oznacza dtugos¢ tego tuku o koncach 4, i 4,,,,
zadnego sposréd punktow 4, 4,, 4, A,, 4,.... 4,,, przyjmujemy, ze 4, .,
jest,ze o +a, +...+a,, = 27r,gdzie r oznacza promien okregu. Kat o wierzchotku 4,
to kat [J 4,, 4, A, wpisany w okrag. Jest on oparty na tym tuku o koricach 4,, 4, , ktory

zawiera w swym wnetrzu wszystkie wierzchotki z wyjatkiem 4,,, 4,, 4, , wiec na tuku

ktérego wnetrze nie zawiera
= A, Jasne

2n?
odtugosci o, + o, +...+ 0, , =27r-0at,, — ;.

Kat o wierzchotku 4,, to kat wpisany [I 4,4, 4, . Jest on oparty na tym tuku o koricach
4,, 4,,ktory zawiera w swym wnetrzu wszystkie wierzchotki z wyjatkiem 4,4, 4,, wiec
na fuku o dtugosci 27r —a, —a;.

Kontynuujemy. W konicu otrzymamy tuki o sumie dtugosci

27r =@y, — O + 2T — Oy — Oy A 2T =y, — =207 =277 =2(n—1)7r .

Jest jasne, ze ten sam wynik otrzymamy, zajawszy sie katami o wierzchotkach
4,,4,,...,4,,, codowodzi prawdziwosci twierdzenia.

Przyktad 2.

Udowodnic, ze jedli punkty 4, 4,, 4;, A, sa kolejnymi wierzchotkami czworokata wy-
puktego QO oraz sumy par katow przeciwlegtych sa réwne, to punkty 4,, 4,, 4;, A, leza
na jednym okregu. Czy twierdzenie jest prawdziwe dla szesciokata, tzn. czy z tego, ze
w szesciokacie wypuktym 4,4, 4,4,4;4, suma katow wewnetrznych o wierzchotkach
A4, 4;, A; réwna jest sumie katow wewnetrznych o wierzchotkach 4,, 4,, 4, wynika,
ze wierzchotki 4, 4,, 4;, 4,, A5, A, leza na jednym okregu?
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Rozwiazanie. Poniewaz czworokat Q jest wypukty, wiec jego przekatne sktadaja sie
w catosci z punktéw czworokata. Mamy tez

DA,AA+0A,4,4, =180" =00 A, 4,4, +11 A4, 4,4, +1] 4,4, A, , wiec

VA4 A4, =0 4,4,4, +[1 4,4, 4,, a stad wynika, ze [| 4,4, A4, > 4,4, 4, oraz

HA,AA >0 A4,4,4,.

Niech 7, bedzie punktem lezagcym na stycznej do okregu C opisanego na tréjkacie
A, A A4, przy czym punkty 7, i A4, lezg po réznych stronach prostej 4,4, .

Analogicznie definiujemy punkt 7, . Kat miedzy styczna i cieciwa rowny jest katowi wpi-
sanemu w okrag opartemu na tej cieciwie, czyli [ 7,4,4, =1 A,A A, =l T,A,A,.Wynika
stad, ze na potprostej 4,4, lezy taki punkt P,, ze odcinek otwarty 4,P, znajduje sie
wewnatrz okregu C.Jesli punkt A4, lezy na okregu C, to twierdzenie jest udowodnione.

Teoretycznie moze zdarzycCsie, ze A, lezy wewnatrz C. Przedtuzamy wte-
dy odcinek 4,4, do przeciecia z okregiem C w punkcie K # 4,. Czworokat
A, 44K jest wpisany w okrag C. Wobec tego [1 4,44, +[1 4,K4, =180". Mamy
tez UA,4,4, =0 A, KA, +1J A, 4K , wiec 4,44, >0 A4,K4,. To przeczy temu, ze
0 A,A44,+0A4,4,4, =180° =0 4,4 4, +[1 A4,KA,.Oznaczato,ze punkt 4, musiznalez¢ sie
nazewnatrzokregu C.Odcinki 4,4, i 4,4, przecinajgwiecokrag C w punktach, ktére
oznaczamy odpowiednio przez K i L. Czworokat 4, 4,KA, jest wpisany w okrag C,
wiec U A, A4, +10 A, KA, =180" =00 4,4 4, +11 A4,4,4, =180,

wiec 1 4,KA4, =180° =] 4,4,4, =180°, co nie jest mozliwe,

bolA4,KA, =0 A/ A K+ 4,4,K >[1 4, 4,K =1 4,4, 4,.

Udowodnilismy, ze punkt 4, nie moze znajdowac sie na zewnatrz okregu C. Dowdd
zostat zakonczony.

Odpowiedz na drugie pytanie jest negatywna. Jesli szesciokat 4,4, 4, 4,44, jest forem-
ny, to jest wpisany w okrag. Niech B, B,, B, oznaczaja takie punkty

lezace na potprostych A,4,, 4 A4, i A As, ze 2|4, 4|=| 4,B,

, %\A1A4 || 4,B,]

i 2|4,4;|=| A.By| . Szesciokaty 4,4,4,4,4,4; i AA,B,B,B; A, maja takie same katy,
awierzchotki B, B,, B, lezg na zewnatrz jedynego okregu przechodzacego przez punkty
A, A, A, wiec na A A,B,B,B, A, okregu opisa¢ nie mozna.
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Przyktad 3.
Udowodni¢, ze x* + y* +z° + xy + yz + zx > 0 dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z.

Rozwigzanie. Potraktujemy wyrazenie jako wielomian kwadratowy zmiennej x, ktérego
wspotczynniki zalezg od parametréw x, y, z. Mamy wiec

Xty txytyzrzx=x"+(y+z)x+y +27 +yz

A=(y+z) —4(y2 +z° +yz) =-3y"—2yz -3z’ :—Z(y2 +zz)—(y+z)2 <0,

przy czym ta nierownos¢ jest ostra z jednym wyjatkiem: y =z =0. Wobec tego, jesli
(v,2)#(0,0), to wielomian nie ma pierwiastkow rzeczywistych, zatem jego warto-
$ciami sg liczby jednego znaku, dodatnie, bo dodatni jest wspétczynnik przy x°. Jesli
y =0=z, to mamy do czynienia z wielomianem x°, ktérego wartosci sa nieujemne.
Zadanie zostato rozwigzane.

To samo rozwigzanie mozna zapisac inaczej, mozna sprowadzi¢ wielomian kwadratowy
do postaci kanonicznej:

2 2 2 2

2 5 y+z y+z ) y+z 3, 3, 1 y+z 1,5, 5\ 1 2

P(y+z)x+ i+ 4 yz = xr = | - +y 2 yz=| x4 +2y 42—y =| X+ +=(y+22)+—(y+z2) 20.
(vz)xey ” ( 2 ) ( 2 ] 7 7 [ 2 ] FEARVRIRE 7 ) ) lee)

Mozna tez tak:

1 1
X+t + 2 +xy+yz+zx=5(x2 +2xy+ Y+ Y +2yz+ 2 +zz+2zx+x2)=5((x+y)2+(y+z)2+(z+x)2)20.

Pokazalismy trzy sposoby. Ostatni jest najzreczniejszy, ale tez wymaga pomystu, a dwa
pierwsze polegajg na zastosowaniu ,,szkolnej” wiedzy.

Przyktad 4.
Udowodni¢, ze jesli n jest liczba naturalna, to liczba n” +3n+5 nie jest podzielna przez
121.

Rozwigzanie. Widzimy, ze 121 =11, wiec wazna dla nas bedzie podzielnos$¢ przez 11.
Mamy n® +3n+5=(n+7)(n—4)+33. Sprébowalismy zapisa¢ wyrazenie jako iloczyn
liczb o réznicy 11, ale udato sie tylko czesciowo. Poniewaz 33 dzieli sie przez 11, wiec
jesdli liczba n® +3n+5==(n+7)(n—4)+33 dzieli si¢ bez reszty przez 11, to rowniez
liczba (n + 7)(n —3) jest podzielna przez 11. Liczba 11 jest pierwsza, wiec jest dzielni-
kiem jednejzliczb n+7, n—4.Wtedy jednak dzieli tez druga z nich. Wobec tego: jesli
liczba n* +3n+5 jest podzielna przez 11, to liczba (n+7)(n—4) jest podzielna przez
121, wiec reszta z dzielenia liczby n° +3n+5 przez 121 jest 33.

57



WSKAZOWKI METODYCZNE

Przyktad 5.
Udowodnimy, ze jesli n > 2 jest liczba catkowity, to Un jest liczba niewymierna.

Rozwiazanie. Liczba n jest pierwiastkiem wielomianu x" —n. Z twierdzenia o wy-
miernych pierwiastkach wielomianu o catkowitych wspétczynnikach wynika, ze

jeslinieskracalny utamek P jest pierwiastkiem wielomianu x" —n, to mianownik ¢ jest

dzielnikiem wspodtczynnika kierujacego 1, zatem ¢ =1.0Oznacza to, ze 2 musi by¢ liczba
catkowita. Zachodzi nieréwnos¢ i >1.Zachodzi tez nieréwnos¢ 4/n < 2, ktérag wypada
uzasadni¢. Jest ona rbwnowazna nieréwnosci n < 2". Oczywiscie 2 < 2°. Jesli dla pewnej
naturalnej liczby n >1 zachodzi nieréwnoé¢ n<2",to 2" =2-2">2-n=n+n>n+1.
Z prawdziwosci nieréwnoscidla n =2 wynika prawdziwos¢ dla 2+1=3, stad jej praw-
dziwos¢ dla n=4=3+1 itd. Wobec tego mamy 1< 4/; < 2, co dowodzi, ze liczba \/_
nie jest catkowita, wiec nie jest tez wymierna.

Dowody w geometrii analitycznej

Przyktad 6.

Udowodni¢, ze jedli a # 0, to wykres funkcji ax” (paraboli P) sktada sie z punktow réw-
no oddalonych od pewnego ustalonego punktu F (zwanego ogniskiem) i od pewnej
ustalonej prostej d (zwanej kierownica).

Rozwigzania:

Sposob 1.

Najpierw zatozymy, ze d jest prostopadta do osi symetrii P ize F lezy na tej osi syme-
trii. Niech wiec F = (O,f) iniech d bedzie dana réwnaniem y = ¢ .Wtedy dla kazdego
x ma zachodzi¢ réwnos¢ x° + (ax’ — ) = (ax* —5)’, czyli kwadrat odlegtosci punktu
(x, axz) od punktu F' ma by¢ rowny kwadratowi odlegtosci punktu (x, axz) od pro-
stej y=0.Réwnanie x* +(ax’ — )’ = (ax* =J)*> po uproszczeniu przybiera postac
x* =2afx’ + f* =—-2adx* + 5. Ma ono zachodzi¢ dla kazdej liczby x . Przyjmujac x =0
otrzymujemy *  ?,wiec § =+f.Wobectego x’ (1-2af +2ad) = 0 dla kazdej liczby
x € R . Stad natychmiast wynika, ze 1-2a( /' — &) =0, co wyklucza réwnos¢

f=0,atooznacza, ze 6 =—f,wiec 1=4af , czyli f:% i wobec tego F=(O,4Lj,
a a

. . . I 1
Zas rownaniem klerownlcyjest y= —4—.
a
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Sposob 2. (dtuzszy)
Zatézmy, ze F =(p,q) ize réwnaniem prostej d jest Ax+ By +C =0,wiec 4> +B* >0
(czyli co najmniejjednazliczb A, B jestrdzna od 0). Kwadraty odlegtosci punktu (x, axz)

_ (Ax+ aBx* +C)’

od F iod d saréwne, czyli (x— p)* + (ax* — ¢)*
] yli (x—p)" +( q) T B

Po podniesieniu do kwadratu, pomnozeniu otrzymanej réwnosci przez A> + B” i prze-
niesieniu wszystkiego na jedng strone otrzymujemy

x*(@*(4* + B*)~a’B* |~ 2a4Bx* + x*((4* + B*)(1-2aq) ~ 4* = 2aBC) - 2x(p(4* + B*)+ AC)+(p* +¢*)(4* + B*)-C* Ta
rownos¢ zachodzi dla kazdego x. Oznacza to, ze wspotczynniki przy kolejnych potegach
x sgzerami.Wynika to stad, ze wielomian k-tego stopnia ma co najwyzej k pierwiast-
kow rzeczywistych (lewa strona nie jest wiec wielomianem czwartego stopnia zmiennej
x, wigc @’ (A4* +B*)—=a’B=0 itd).

Poniewaz a#0 i a’ (A2 + Bz)—azB =0, wiec 4 =0, cooznacza, ze réwnanie prostej
d wyglada tak: y = 5 wiec jest to prosta pozioma. Wiemy, ze zachodzi réwnos¢

0 :p(A2 +B2)+AC = pB’, zatem p = 0.Wiemy, ze zachodzg réwnosci
0=(4>+B")(1-2aq)— A4’ —2aBC = B* (1-2aq)—2aBC = B(B—-2a(qB+C)), zatem
0% B=2a(qB+C)i0=(p’+q")(4 +B")-C*=¢’B*~C* =(qB+C)(qB-C),

i wobec tego ¢B = C.Mamy teraz 0 = B—2a(gqB+C)=B—4aC, wiec —

Oznaczato, ze rbwnaniem prostej d jest y = < = —Li q= < = L, zatem F = O,L .

B 4a B 4a 4a
Dtuzszy sposdb wymagat wiecej pracy, ale za to udowodnilismy, ze istnieje doktadnie
jedna para F,d.Rozumowanie z pierwszego sposobu tego wyniku nie dato, wskazalismy
jedna pare, nie rozwazajac innych mozliwosci.

Przyktad 7.

Udowodni¢, ze przez kazdy punkt paraboli o réwnaniu y = ax’, gdzie a # 0, przechodza
doktadnie dwie proste majace z ta parabolg doktadnie jeden punkt wspdlny, z ktérych
jest jedna réwnolegta do osi symetrii paraboli.

Rozwigzanie. Niech p bedzie liczba rzeczywista. Punkt P = (p,apz) lezy na para-
boli. Prosta x = p przechodzi przez punkt P i jest to jedyny punkt tej prostej, ktory
lezy na paraboli. Zatézmy, ze prosta o rownaniu y = 4Ax+ B ma doktadnie jeden punkt
wspdlny z parabolg y = ax’.Wynika stad, ze réwnanie Ax+ B = ax’,czyli ax’ — Ax—B =0
ma dokfadnie jedno rozwigzanie i jest nim liczba p. Wobec tego ap® — Ap — B =0 oraz
(=A4)* +4aB =0, wiec 0= A4’ +4a(ap2 - Ap) = A* —4adp+4a’p’ =(A—-2ap)’, zatem
A=2ap. Wobec tego B =ap’ —2ap’ = —ap’. Rbwnanie szukanej prostej to y = 2apx —ap’.
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Rzeczywiscie jedynym wspoélnym punktem tej prostej i paraboli y = ax” jest (p,apz)
(0=ax’ —2apx+ap’ =a(x—p) < x=p).

Uwaga. Prostq y = 2apx — ap” nazywamy stycznq do paraboli y = ax” w punkcie ( p,ap’ ) .

Przyktad 8.

1
Niech F = (O,l).Wtedy F jestogniskiem paraboli y = sz aprosta y =—1 jejkierownica,
co oznacza, ze dla kazdego x odlegtos¢ punktu X :[x,%xzj od punktu F jestréowna
odlegtosci punktu X od prostej y =—1.Udowodnimy, ze dla kazdego p € R

1
styczna do paraboli w punkcie P = (p,%pz], czyliprosta y = gx—zpz - poprzedni

przyktad, jest dwusieczng kata miedzy prostymi x = p (pionowa) i prosta PF. Niech
0 bedzie rzutem punktu P na prosta y =—1, czyli punktem (p,—l) .Tréjkat FPQ jest

rownoramienny, dokfadniej | FP|=|PQ| (bo p’ +(ip2 ~1)* = (%p2 —(-1))*). Srodkiem
odcinka FQ jest punkt M = %(F +0)= %((0,1)+(p,—1)) = (%,OJ, ktory lezy na prostej

1 1
y= Py —sz, wiec Srodkowa MP jest zawarta w prostej y = gx —sz, ktéra wobec

2

tego jest dwusieczng kata [ FPQ.

60



Il ETAP EDUKACYJNY: 4-LETNIE LICEUM OGOLNOKSZTALCACE ORAZ 5-LETNIE TECHNIKUM

Przyktad 9.
Udowodni¢, ze proste zawierajace wysokosci tréjkata maja punkt wspolny.

Rozwiazanie.

3 # (b Dl‘ (a.0)
Dy

Tréjkat ABC mozemy umiesci¢ w uktadzie wspétrzednych w taki sposdb, ze punkty 4, B

znajda sie na osi OX , a wierzchotek C — na osi OY. Niech wiec 4=(a,0), B=(b,0)

i C=(0,c). Oczywiscie mozemy zatozy¢, ze a <b. Wspotczynnik kierunkowy proste;
c—0

AC jestréwny 5 — _£ Wobec tego wspétczynnik kierunkowy prostej zawierajacej
—d a

wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka B jest réwny ﬁ, a to oznacza, ze réwnanie tej
c
L o a . : :
prostej mozna napisac tak: y = —(x —b). Podobne rozumowanie prowadzi do wniosku,
c
Ze prosta zawierajaca wysokos¢ z wierzchotka 4 opisana jest rownaniem y = —(x —a).
¢
Pierwsza wspotrzedna punktu wspdlnego tych prostych spetnia wiec

rownanie ﬁ(x—b) = é(x— a),wiec (a—b)x =0, ato oznacza, ze x =0, wiec ze punkt
¢ c

wspolny tych dwu prostych lezy na prostej x =0, a ta zawiera wysoko$¢ poprowadzona
z wierzchotka C.

Uwaga. Klasyczny dowdd oparty jest na pomysle polegajqcym na poprowadzeniu przez kaz-
dy z trzech wierzchotkéw tréjkqta ABC prostej réwnolegfej do przeciwlegtego boku. W wy-
niku tego, proste zawierajqce wysokosci wyjsciowego tréjkgta okazujq sie by¢ symetralnymi
bokéw nowego tréjkqta A B,C, ( A jestsrodkiem boku B,C,, podobnie B i C sg $rodkami
AC, i 4B, ). Symetralne bokéw A B, i B,C, przecinajq sie w jednym punkcie, bo symetral-
na to zbiér punktéw réwno oddalonych od koricéw odcinka, zatem ich punkt wspdlny jest
réwno oddalony od A, i B, orazod B, i C,, wiec réwniezod 4, i C,, a to oznacza, ze ten
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punkt lezy réwniez na symetralnejboku A C, (punkt wspdlny symetralnych bokdw tréjkqta
jest wiec Srodkiem okregu opisanego na tréjkqcie).

Dzielenie liczb, dzielenie wielomianow

Popularna w szkotach metoda szukania najwiekszego wspdlnego dzielnika liczb przez
rozktad na czynniki pierwsze nie jest tak tatwa do zastosowania w trudniejszych przy-
ktadach, jak ponizej.

Przyktad 10.
Udowodni¢, ze liczby 452261 oraz 43553 sa wzglednie pierwsze.

Rozwigzanie. Mamy 452261—-10-43553 =16731. Stad wynikaja rownosci:
NWD(452261,43553) = NWD(43553,16731) = NWD(452261,16731),

bo kazdy wspélny dzielnik liczb 452261 43553 jest dzielnikiem liczby 16731 itd. Wystar-
czy wiec zajac sie parg 43553,16731. Zndéw dzielimy z reszta: 43553 -2-16731=10091.
Z tej réwnosci wynika, ze NWD(43553,16731) = NWD(16731,10091).

Nastepnie korzystamy zrownosci 16 731 -10091 = 6640, potem 10091 -6 640 =3451 i ko-
lejno 6640—-3451=3189, 3451-3189=262,3189-12-262=57,262—-4-57 =34,
57-34=23,34-23=11,=23-2-11=1.Stad wynika, ze

NWD (43553, 16731)=NWD(16731, 10091)=NWD (10091, 6640)=

NWD (6640, 3451)=NWD (3451, 3189)=NWD(3189, 262)=NWD(262, 57)=

NWD (57, 34)=NWD( 34,23)=NWD(23,11)=NWD(11, 1)=1. Udowodniliémy.

Uwaga dla mitosnikdéw rozktadania na czynniki pierwsze:
43553=97-449,  452261=617-733.

Przypomnijmy, jak mozna pisemnie dzieli¢ (z reszta) liczby catkowite. Podzielimy 452261
przez 257.

1759
452261 : 257
257
1952
1799 7x 257
1536
1285 5x257 = 1285
2511
2313 9x257 = 2313
198

1799

W rezultacie 452261=1759-257 +198 —ilorazem jest tu 1759, resztg z dzielenia jest 198.
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Jedli i g sq wielomianami, to istnieje doktadnie jedna taka para wielomianéw ¢ i 7,
ze dla kazdego x zachodzi réwnos¢ f(x)=gq(x)g(x)+r(x) orazst(r)<st(g).
Wielomian g zwany jest ilorazem z dzielenia f przez g, a wielomian r - reszta. Dzie-
lenie wielomianéw nie rozni sie istotnie od dzielenia liczb.

Przyktad 11.

Niech f(x)=3x"-8x’+7x’+2 oraz g(x)=x+2. Poniewaz dzieli¢ bedziemy
przez wielomian stopnia 1, wiec reszta bedzie wielomianem stopnia mniejsze-
go od 1, wiec stata. lloraz ¢ bedzie wielomianem stopnia 3, wiec mozemy napisac
q(x)=byx’ +b,x* +bx + b,. Znajdziemy kolejno liczby b,,b,,b,,b,. Zapiszemy wykonane
juz dzielenie podobnie do dzielenia pisemnego liczb.

3x3 — 14x% + 35x — 70
3xt —8x3 + 7x%2+0x+2: x+2

3x* + 6x3
—14x3 + 7x2
—14x3 — 28x2
+35x2 4+ Ox
+35x% + 70x ... .....
—70x + 2
—70x — 140

142

Podzielilismy, mozemy napisac:
3x* —8x" +7x” +2 = (3x" —14x +35x—70)(x +2) +142 - ilorazem jest wielomian
3x’ —14x” +35x - 70, a reszta liczba 142 (wielomian stopnia 0).

Mozna byto postapic¢ inaczej. Szukamy takiego wielomianu b,x* +b,x* + b x + b, i takiej
liczby r, ze rownos¢

35t =8x" +7x° +2 = (x+2)(byx’ +byx” +hx+b, )+ =

=byx* +(2b,+b,)x* +(2b, + b)) x* +(2b, + b, ) x +2b,

zachodzi dla kazdego x. Stad wnioskujemy od razu, ze b, = 3. Potem 2b, +b, =8,
wiec b, =—8—2b, = —14. Nastepnie 2b, +b, =7, zatem b =7-2(—-14)=35.

Wreszcie 2b,+b,=0, wiec b, =-2-35=-70. Jeszcze reszta 2b,+r=2, zatem
r=2-2(-70)=142.Wida¢, ze powtarzany jest wzor 2b,+b,  =a,czylib, ,=a,-2b,
gdzie przez a, oznaczylismy wspotczynnik wielomianu f* towarzyszacy j-tej potedze
zmiennej x.

Otrzymalismy oczywiscie ten sam wynik, co poprzednio.Ta procedura zwana jest algo-
rytmem Hornera. Z tatwo$cig mozna napisa¢ program komputerowy obliczajacy kolejne
wspotczynniki ilorazu i w koncu reszte z dzielenia. W prostych sytuacjach (nieduze liczby
catkowite) mozna oblicza¢ kolejne wspétczynniki,,w pamieci’, cho¢ autorzy podreczni-
kow polubili tabelki. Chodzi o to, ze w istocie rzeczy nie ma powodu do wielokrotnego
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przepisywania x — wielomian jest okreslony, jesli znamy jego wspotczynniki, wiec
to dzielenie mozna zapisac kréce;j.

Dzielimy wielomian 3x* —8x” + 7x” +2 przez wielomian x + 2. Wypisujemy wspétczyn-
niki wielomianu, ktory dzielimy:

3 -8 7 0 2
3 8-2:3=-14  7-2-(-14)=35  0-2:35=-70  2-2-(-70)=142

W drugim wierszu wypisaliSmy wspoétczynniki ilorazu oraz reszte, pokazu-
jac dziatania prowadzace do ich obliczenia. W wyniku otrzymalismy réwnos¢:
3xt —8x" +7x7 +2 = (x+2)(3x’ —14x” +35x—70) +142.

Przyktad 12.
Przypomnijmy twierdzenie o wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspétczynni-
kach catkowitych.

Jeslil<neZ oraz ay,a,,...,a, € Z iliczba x, _r p.g€Z, NWD(p,q)=1 jest

q
pierwiastkiem réwnania a, +ax+...+a,x"=0,to pla, (p jest dzielnikiem wyrazu
wolnego) i gla, (g jest dzielnikiem wspotczynnika kierujacego).

Dowdd jest banalny. Podstawiajac x = P \y réwnaniu mMnNoZzac je przez ¢" otrzymujemy

n n—1 n—1 n
O0=ayq"+a,pq" +...+a,,p" qg+a,p".

Z tego rownania wynika, ze pla,q" oraz qla,p".Stad iz tego, ze NWD(p,q) =1 wy-
nika, ze pla, oraz gla,, co konczy dowdd tego twierdzenia.

Geometria

Przyktad 1.

Dany jest kat wypukty < A1BC1 i punkt X lezacy wewnatrz kata < A1BC1. Skonstruowacd
tréjkat ABC, ktérego wierzchotek Alezy na pétprostej BA1, wierzchotek C - na potprostej
BC1 i ktorego srodkiem ciezkosci jest punkt X.

Dany jest kat wypukty < A1BC1 i punkt X lezacy wewnatrz kata < A1BCq. Skonstruowacd

tréjkat ABC, ktdrego wierzchotek Alezy na pétprostej BA1, wierzchotek C - na potprostej
BC1 i ktorego srodkiem ciezkosci jest punkt X.
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Rozwiqgzanie.

H AL c Cy

Znajdziemy najpierw $rodek odcinka M, boku AC, korzystajac z tego, ze XM, - l,

BM, 2

wiec znajdujemy srodek M, odcinka BX iodktadamy odcinek M, X naprostej BX tak,
by punkt X stat sie sSrodkiem odcinka M, M, .Przez punkt M, prowadzimy réwnole-
gta do B4, .Przecina ona prostg BC, w punkcie, ktéry oznaczamy przez M . Na prostej
BC, znajdujemy taki punkt C, ze punkt M, jest srodkiem odcinka BC. Punkt wspolny
prostej CM, i prostej BA, oznaczamy literg A. Z twierdzenia Talesa wynika, ze M, jest
$rodkiem odcinka AC, a to oznacza, ze punkt X jest punktem wspdlnym srodkowych
BM, i AM, trojkata ABC, wiec Srodkiem ciezkosci tréjkata ABC.

Przyktad 2.

Dany jest kat wypukty < A1BC1 i punkt X lezacy wewnatrz kata < A1BC1. Skonstruowacd
tréjkat ABC, ktorego wierzchotek A lezy na prostej BA1, wierzchotek C - na prostej BC1,
ktérego wysokosci przecinaja sie w punkcie X.

Rozwiqgzanie.

I 'y Cy

Przez punkt X prowadzimy proste £ - £4 prostopadte odpowiednio do prostych BA1
i BC1.Punkt wspdlny £¢i BC1 oznaczamy przez C, a punkt wspdlny £4i BA1 oznaczamy
przez A. Wysokosci tréjkata ABC (wedtug panujacej obecnie mody: proste zawierajace
wysokosci trojkata) przecinaja sie w punkcie X.

Oczywiscie jest mozliwe, ze £4lub £p przechodzi przez punkt B. Wtedy zadanie rozwia-
zania nie ma, bo trojkat degeneruje sie do odcinka lub punktu.
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Przyktad 3.
Udowodni¢, ze suma kwadratow wszystkich czterech bokéw réwnolegtoboku jest rowna
sumie kwadratow obu przekatnych.

Rozwiqgzanie.

Niech 4, B, C, D oznaczaja kolejne wierzchotki rownolegtoboku,a D' i C' rzuty pro-
stokatne punktow D i C na prosta AB iniech i =|DD|=|CC'|. Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze kat o wierzchotku 4 réwnolegtoboku ABCD nie jest rozwarty. Wtedy
|BC|" =|4D[ =|4D| + 1,

|AC] = 1? +|AC* = b* +(|4B|+|BC'|)’, oraz

|BD[ = i* +|BD| = > +(|4B|~|4D")" = > +(|4B|~|BC'|)’ . Wynika stad, ze

|AC[ +|BD[" = b* +(|4B|+|BC) +h* +(|4B|~|BC) =2h* +2| 4B’ ++2|BC =2|4B[ +2|BC[,
co koniczy dowdd.

Przyktad 4.

Udowodni¢, ze suma kwadratéw wszystkich dwunastu krawedzi rownolegtoscianu jest
rowna sumie kwadratow jego czterech przestrzennych przekatnych (tzn. tych, ktére nie
sq zawarte w $cianach).

Rozwiqgzanie.

Niech réwnolegtobok ABCD bedzie podstawa rownolegtoscianu, a réwnolegtobok
EFGH przeciwlegta podstawa, przy czym odcinki AE, BF, CG i DH sa krawedziami
rownolegtoscianu. Zastosujemy udowodnione w poprzednim przyktadzie twierdzenie
do rownolegtobokéw ACGE, BDHE iw koncu do ABCD.Zachodza réwnosci:

|AG[" +|CE[" +|BH[ +[DF[ =2(|4E[" +[4C[' )+ (|BF[ +|BD[" )= 4|4E[ +2(|aC[ +|BD[") = 4| 4Ef + 4(| 4B[ +|4D["),

konczy dowaod.
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Przyktad 5.
Dane sg dtugosci a,b,c bokow tréjkata ABC, a = |BC
pomoca dtugosci Srodkowych tréjkata ABC.

, b=|C4

, ¢ =|4B| Wyrazi¢ zaich

Rozwiqgzanie.

Niech D bedzie takim punktem, ze czworokat 4ABDC jest rownolegtobokiem o prze-
katnych AD i BC.Wtedy (zob. jeden z poprzednich przyktadéw) zachodzi rownos¢
|AD? +|BCP=2|AB[ +2|ACT, wiec |[AD [ =2|AB[ +2|AC | -|BC = 2¢> +2b" —a’,

Przyjmujac, ze m, = %|BD| jest dtugosciag srodkowej zaczynajacej sie w wierzchotku
A otrzymujemy m, :%m. Analogicznie m, :%m

i m, =%m. Udato sie.

Przyktad 6.

Dane s3 dtugosci a,b,¢ bokow trojkata ABC, a =|BC|, b=|CA
pomocg dtugosci odcinkdw, na ktére dzieli odcinek BC dwusieczna kata BAC .

, ¢ =|4B|.Wyrazi¢ zaich

Rozwiqgzanie.

Niech D bedzie takim punktem odcinka BC, ze potprosta AD jest dwusieczng kata

BD
BAC. Wtedy stosunek pol trojkatéw ABD i DCA jest z jednej strony réwny u -

D]

wysokos$¢ z wierzchotka A jest wspdlna, a z drugiej % — wysokosci z wierzchotka D
w trojkatach 4BD i DCA sa réwne |AD|sin (%|< BAC|). Mamy wiec |BD|+|DC|=a
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[ @ = £. Stad wynikaja réwnosci a =|BD)| 2 |BD|=|BD| (1 + éj ,astad |BD| = ac
IDC| b c ¢ b+c
oraz |DC|=a—|BD|=a- ac___ab Zadany wzér zostat znaleziony.
b+c b+c

Przyktad 7.
Dane sa dtugosci a,b,c bokéw trojkata ABC, a = |BC
pomoca dtugosci dwusiecznych tréjkata ABC.

,b=|C4

, ¢ =|4B|.Wyrazi¢ zaich

Rozwigzanie. Niech D bedzie takim punktem odcinka BC, ze potprosta AD jest dwu-
sieczng kata BAC. Niech B oznacza miare kata . Skorzystamy z poprzedniego przyktadu

2
. . L ac . ac ac
oraz z twierdzenia kosinusow. |BD| = e’ wiec | AD ['=c* + (b ] —2c- cosf.
+c +c

b+c

. .. 2 2 2 . a2+02—b2 . . .,

Wiemy tez, ze b" =c” +a” —2abcosf, czyli cosﬂ:Z—.Mozemy wiec napisac
ac
2 2 2 2
AD2202+[ ac ] B PR =0 = 2(c(b+c)2+azc—(b+c)(az+c2—bz)):
b+c b+c 2ac (b+c)

c 2 2, 2 g2 2, 2 42\\_ € 2 a2 g2\ (.2 22\ 27\ _
(b+c)2(c(b+c) —b(a +c"=b )—c(a +c"=b ))—(b+c)2(c(b+c) b(c b) c(c b) ab)_

c 2 2\ be 2 5 !
(b+c)2 ((b+c) (c—c+b)—a b)_(b+c)2 ((b+c) a )

zatem |AD|= ﬁ, |bcp(p—a), gdzie p = %(a +b+c) oznacza potowe obwodu

tréjkata. Dtugosci dwusiecznych z wierzchotkéw B i C to

-b
a+c acp(p )

arpNeripe)

Przyktad 8.

Niech H bedzie punktem, w ktérym przecinaja sie proste zawierajgce wysokosci trojkata
ABC.Udowodni¢, ze punkty symetryczne do H wzgledem prostych AB, BC i CA leza
na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

Rozwiqgzanie.
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Jedli trojkat ABC jest prostokatny, np. |< BCA| =90", to jeden z bokéw jest Srednica
okregu opisanego na nim i stwierdzenie jest oczywiste. Niech 4, B,,C, beda spodka-
mi (koricami) wysokosci. Zatézmy, ze tréjkat jest ostrokatny. Wtedy H lezy wewnatrz
okregu i zachodza réownosci

|< AHB|=|< AHB|=|< CHB,| i |< AHB,| =|< C,HB| =
|< AHC|=|< AHB,|+|< CHB,|=|< BCA|+|< CHB,| =
wiec [< AHC|+|< ABC|=|< BCA|+|< BAC|+|< ABC|=180", a stad teza wynika od razu
(na czworokacie mozna opisac¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwlegtych
katow sg rowne 180°).

,zatem

Jeslinp. kat < ACB jest rozwarty, to H lezy na zewnatrz trojkata i wtedy zachodza
rownosci |< BHC|=|< BAH| i |< AHC| =|< ABH| i wobec tego

|< ACB|+|< AHB|=|< ACB|+|< AHC|+|< BHC|=|< ACB|+|< ABC|+|< BAC| =180,
co dowodzi prawdziwosci twierdzenia, jak w poprzednim przypadku.

Przyktad 9.
Czy istnieje trojkat, ktorego wysokosci maja dtugosci 2,3,4?a 2,3,67

Rozwigzanie.Niech P oznacza pole trojkata. Wtedy dtugosci bokéw sg rowne 2—P 2P

i % Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym istnienia tréjkata zzadanymi dtugosciami

bokéw sg nieréwnosci trojkata. Mamy 2713 2P 2P
2P 2P 2P 7.9p 2P
3 +T > ~ , CO jest rbwnowazne temu, ze >

W pierwszym przypadku trojkat istnieje. W drugim przypadku musiatoby by¢

2_P+ 2P 2P ale 2—P 2?]3 = 27P wiec trojkata o takich wysokosciach nie ma.

3 6 2 3

Przyktad 10.
Dowies¢, ze jesli w czworokacie wypuktym odcinek taczacy srodki przeciwlegtych bo-
kow jest srednig arytmetyczng dwdch pozostatych bokéw, to czworokat jest trapezem.

Rozwiqgzanie.
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Niech kolejnymi wierzchotkami czworokata beda punkty 4, B, C i D.Niech P oznacza

$rodek boku BC,a Q -boku DA oraz niech | PQ)| :%(|AB|+|CD|). Niech E oznacza
taki punkt ptaszczyzny, ze EALIDC i |[EA|=|DC|, przy czym czworokat EADC jest
réownolegtobokiem, a odcinek 4D jego przekatna. Wtedy srodkiem odcinka EC jest
punkt O, bo przekatne réwnolegtoboku potowia jedna druga. Wobec tego odcinek
QP faczacy srodki bokéw CE i CB trojkata EBC jest rownolegty do podstawy EB

i zachodzi wzor |PQ| = %|EB| zdrugiej strony |EB| <|EA|+|AB| przy czym réwnos¢ ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy punkt 4 lezy ma odcinku EB, ale wtedy AB[IDC.

Przyktad 11.
Dowies¢, ze jesli suma obu odcinkéw taczacych srodki przeciwlegtych bokéw czworokata
wypuktego jest potowq jego obwodu, to czworokat jest rownolegtobokiem.

Rozwigzanie. W poprzednim przyktadzie wykazalismy, ze dtugos¢ odcinka taczacego
$rodki przeciwlegtych bokéw czworokata nie moze by¢ wieksza od sumy dtugosci pozo-
statych bokow, a rownos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat jest trapezem.
W sytuacji rozpatrywanej teraz dtugosci obu odcinkéw taczacych srodki przeciwlegtych
bokoéw czworokata sg rowne potowie obwodu, a to oznacza, ze przeciwlegte boki czwo-
rokata sa rownolegte, wiec jest on rownolegtobokiem.

Dowody w matematyce

Zadanie 1.
Wykaz, ze wsrdd czterech dowolnych liczb naturalnych istniejg co najmniej dwie takie,
ktérych roznica jest liczba podzielng przez 3.

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa- | I.  Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, 2) przeprowadza proste dowody dotycza-

podawanie argumentéw uzasadniajacych ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

poprawnos¢ rozumowania, odréznianie do- z dzielenia.

wodu od przyktadu.

Komentarz. Uczniowie powinni przyzwyczai¢ sie do tego, ze rozwigzanie zadania moze
przyjac¢ forme opisowa i sktadac sie - gtéwnie — z komentarzy, w tym podawania ar-
gumentéw i uzasadnien. Taka umiejetnos¢ jest niezbedna do tworzenia poprawnych
komunikatéw w jezyku matematycznym.
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Przykladowe rozwigzanie
Reszta z dzielenia dowolnej liczby naturalnej przez 3 moze by¢ jedynie liczba ze zbioru
{0,1,2}.

Zatem wybierajac cztery dowolne liczby naturalne - i dzielac je przez 3 - otrzymamy
w kazdym przypadku co najmniej dwie takie, ktérych reszty beda réwne.

Oznacza to, ze te dwie liczby mozemy zapisa¢ w postaci: k& r i 3/+r,gdziekilsa
dowolnymi liczbami naturalnymi, a  jest liczba nalezaca do zbioru {0, 1,2}.

Roznica tych dwoch liczb jest réwna: (3k+r)—(3/+r)=3k+r—3[-r=3-(k—1),aza-
tem jest podzielna przez 3.

To konczy dowdd.
Zadanie 2.

Wykaz, ze jezeli liczba catkowita a przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, to szescian tej
liczby przy dzieleniu przez 3 réwniez daje reszte 2.

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne Tresci nauczania - wymaganie szczegé6towe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa- | I.  Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, 2) przeprowadza proste dowody dotycza-

podawanie argumentéw uzasadniajacych ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

poprawnos¢ rozumowania, odréznianie do- z dzielenia.

wodu od przyktadu.

Komentarz. Przy dowodzeniu wiasnosci liczb catkowitych, wynikajacych z podzielnosci
liczb lub dzielenia z reszta, wazne jest operowanie uogdlnionym zapisem liczb majacych
taka sama wtasnosc. Na przyktad liczba catkowita a, ktora przy dzieleniu przez 3 daje
reszte 2, moze by¢ zapisana w nastepujacy sposob: a = 3k + 2. Uczniowie z fatwoscia
opanuja powyzszg umiejetnos¢, jesli wykorzystamy konkretny przypadek dzielenia
zreszta, np. 20:3 = 6 r 2, co mozna opisac¢ réownoscig 20 = 3-6 + 2. Wazne, aby w kon-
kretnym przyktadzie kazda z czterech liczb byta inna niz pozostate.

Przykladowe rozwigzanie
Poniewaz liczba catkowita a przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, to mozna zapisac ja
w postaci: a =3k +2, gdzie k — dowolna liczba nalezgca do zbioru Z liczb catkowitych.

Zatem
@’ =(3k+2) =(3k) +3-(3k)" -2+3-(3k)-2* + 27,

czyli
a’ =27k +54k* +36k +8.
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Stad wynika, ze

a :27k3+54k2+36k+6+2:3-(9k3+16k2+12k+2)+2.

Liczba 9k° +16k> +12k +2 jest liczba catkowita, bo & jest liczba catkowita.

Oznacza to, ze szescian liczby catkowitej a przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

To konczy dowaod.

Zadanie 3.

. . Ve . 4 2 . . Ve . .
Wykaz, ze rbwnanie (x3 —x) —5()c3 —x) +6=0 nie ma rozwigzan w zbiorze liczb

catkowitych.

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Dostrzeganie
regularnosci, podobienstw oraz analogii, formu-
fowanie wnioskéw naich podstawie i uzasadnie-
nie ich poprawnosci.

[ll. Réwnania i nierébwnosci. Zakres podstawowy.
Uczen:

5) rozwiazuje réwnania wielomianowe, ktére

daja sie doprowadzi¢ do réwnania kwadratowe-
go, w szczegdlnosci réwnania dwukwadratowe.

Komentarz. W analizowanym przyktadzie najwazniejsza kwestig jest uzasadnienie, ze
réwnanie nie ma rozwigzan w zbiorze liczb catkowitych. Umiejetnos¢ rozwigzywania
rownania kwadratowego jest w tym przypadku jedynie algorytmicznym narzedziem,
ktére doprowadza rozumowanie do takiego etapu, kiedy do rozwigzania zadania wy-
starczy proste, ale logiczne uzasadnienie tezy.

Przykladowe rozwigzanie

4 2
Réwnanie (x3 —x) —5(x3 —x) +6=0 jest przyktadem réwnania wielomianowego,
ktére mozna doprowadzi¢ do rownania kwadratowego/dwukwadratowego.
Podstawiajac ¢ = (x3 —x)2 , t >0, otrzymujemy rownanie kwadratowe zmienne;j ¢
nastepujacej postaci: t* —5¢+6 = 0.

Rozwigzaniami tego réwnania sg liczby: 1, =2, ¢, =3.

Stad po podstawieniu otrzymujemy: (x3 —x)2 =2 lub (x3 —x)2 =3.

Oznacza to, ze

o x —x:\/i () x* —x= —\/E lub (Il x* —x :\/§ (Iv) x° —x:—\/§
Lewa strona réwnan (I)-(1V) jest liczbg catkowita dla kazdego x nalezacego do zbioru
liczb catkowitych, a prawa strona réwnan (I)-(IV) - liczba niewymiernga. Oznacza to, ze

w zadnym przypadku (1)-(IV) lewa strona rGwnosci nie moze by¢ rowna prawej.
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. 4 2 . . Ve . .
Zatem rownanie (x3—x) —5(x3—x) +6=0 nie ma rozwigzan w zbiorze liczb

catkowitych.
To konczy dowod.

Zadanie 4.

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 51n° +10n +8 przy dzieleniu przez

5 daje reszte 3.

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne

Tresci nauczania - wymaganie szczegé6towe

Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa-
dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych,
podawanie argumentéw uzasadniajacych
poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie do-

I.  Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
2) przeprowadza proste dowody dotycza-
ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia.

wodu od przyktadu.

Komentarz. Zadanie to jest przyktadem prostego dowodu, ktory jednak nie bedzie
prawidtowo przeprowadzony bez odkrycia konkretnej mozliwosci innego zapisu da-
nej liczby. Wazne jest zatem ukierunkowanie myslenia ucznidéw w taki sposéb, aby

koniecznos¢ zastosowania innego zapisu liczby nie kojarzyta sie z czynnoscia sztuczng
i nieosiaggalna.

Przykladowe rozwigzanie
Liczbe 5n° +10n+8 mozemy zapisa¢ w postaci: 5n> +10n+5+3=5- (n2 +2n+ 1) +3.

Liczba n* +2n+1 jest liczba catkowita, bo 7 jest liczbg catkowita.

Oznacza to, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 5n* +10n +8 przy dzieleniu przez
5 daje reszte 3.

To konczy dowaod.

Zadanie 5.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej  liczba 4n° + 201 —12 jest podzielna przez 12.

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne

Tresci nauczania - wymaganie szczegé6towe

dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych,
podawanie argumentéw uzasadniajacych
poprawnos¢ rozumowania, odréznianie do-
wodu od przyktadu.

Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa- | I.

Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotycza-
ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia.

Komentarz. W procesie dydaktycznym istotne jest stopniowanie trudnosci. Analizowane
zadanie wpisuje sie w realizacje tego postulatu.
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Przykladowe rozwigzanie
Wyrazenie 4n’ +20n—12 mozemy zapisa¢ w postaci: 4n’ —4n+4n+20n—12.

Po wykonaniu dziatan i wytagczeniu wspélnego czynnika poza nawias otrzymujemy:
4’ —4n+4n+20n—12=4n’ —4n+24n-12=4n-(n’ —1)+12(2n-1).

Wyrazenie to jest suma dwdch skfadnikéw: (1) 4n-(n2 —1) i) 12(2n-1).

I): 4n-(n2 —1) =4n-(n—1)-(n+1). Sktadnik (I) zawiera iloczyn trzech kolejnych liczb
catkowitych: n—1, n, n+1, gdzie n oznacza dowolna liczbe ze zbioru Z. Wsréd trzech
kolejnych liczb catkowitych jest doktadnie jedna liczba podzielna przez 3, poniewaz
co trzecia liczba catkowita jest podzielna przez 3. Z kolei, w rozwazaniach podzielnosci
przez 2 mozemy uwzgledni¢ dwa przypadki: (a) pierwsza i trzecia z trzech kolejnych
liczb catkowitych sa parzyste lub (b) tylko srodkowa z trzech kolejnych liczb catkowi-
tych jest parzysta. Oznacza to, ze zawsze iloczyn n-(n—1)-(n+1) jest podzielny przez
2 dla dowolnego n nalezacego do zbioru Z. Zatem sktadnik (I) jest podzielny przez
3iprzez2, czylijest podzielny przez 6. Wiec moze zostac zapisany w postaci 6k, gdzie k
jest liczba catkowita. Zatem: 4n-(n® —1)=4n-(n—1)-(n+1)=4-6k = 24k =12-2k. Stad
wynika, ze wyrazenie (1) jest podzielne przez 12, dla dowolnego n nalezgcego do zbioru
liczb catkowitych.

(n:12 (2n — 1) .Sktadnik (1l) jest podzielny przez 12 dla kazdego n nalezacego do zbioru Z.
Suma liczb (1) i (1), podzielnych przez 12, jest takze liczba podzielng przez 12, czy-
li 4n’ +20n—12 jest podzielne przez 12 dla kazdego n nalezacego do zbioru
liczb catkowitych.

To konczy dowaod.

Zadanie 6.
Wykaz, ze liczba 17'° —15'" jest podzielna przez 32.

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne Tresci nauczania - wymaganie szczegé6towe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa- | I.  Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, 2) przeprowadza proste dowody dotycza-

podawanie argumentéw uzasadniajacych ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

poprawnos¢ rozumowania, odréznianie do- z dzielenia.

wodu od przyktadu.

Komentarz. Zadanie jest przyktadem sytuacji wymagajacej naturalnego zastosowania
umiejetnosci zapisanych w réznych miejscach podstawy programowej. W tym konkret-
nym przypadku uczehn powinien zastosowac wtasciwy wzor skroconego mnozenia,
a takze prawa dziatan na potegach. Uczen powinien mie¢ $wiadomos¢, ze matematyczne
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problemy czesto mozna rozwigzywac réznymi sposobami z wykorzystaniem odmien-
nych narzedzi matematycznych.

Przykladowe rozwigzanie

I sposob

W pierwszym kroku - wykorzystujac prawa dziatan na potegach — mozemy wykonac
przeksztatcenie: 17'° —15' = (172 )8 —(152 )8.

W drugim kroku — korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia na a" —b" — otrzymamy
iloczyn dwéch wyrazen, w ktérym pierwsze z nich ma postac:
(17°-15")=289-225=64=2-32.

lloczyn liczb, z ktorych jedna jest liczba podzielna przez 32, jest podzielny przez 32.
To konczy dowod.

Il sposéb

W pierwszym kroku — wykorzystujac prawa dziatan na potegach — mozemy wykonac

przeksztatcenie: 17'° —15' = (178 )2 —(158 )2.

W drugim kroku - korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia na a’ —b” — otrzymujemy:
8)2 8)2 8 8 8 8
(17°) = (15%) =(17° -15%) (17" +15°).

W trzecim kroku - wykorzystujac ponownie prawa dziatarh na potegach - mamy:

(17 -15) (17 +15') = | (17°) = (15°)" (17 15"),

W czwartym kroku ponownie wykorzystamy wzdr skrconego mnozenia:

[(17“)2 —(15“)2}(178 +15%) = (17* ~15*)(17* +15%) (17° +15%).

Kolejny — piaty — krok moze by¢ powtdrzeniem rozumowania z poprzednich eta-
pOw rozwigzania:

(174 =15") (17 +15*) (17° +15%) = (177 =157 ) (17° +157 ) (17* +15")(17° +15%).

Zauwazmy, ze 17> —15> = 289225 = 64 . Stad wynika, ze
64~(172 +152)(174 +154)(178 +158) = 32-2~(172 +152)(174 +15“)(178 +158).

Liczba ta jest podzielna przez 32.

To konczy dowadd.
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Zadanie 7.

Wykaz, ze liczba 8'* —10 jest podzielna przez 27.

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa-
dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych,
podawanie argumentéw uzasadniajacych
poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie do-

I.  Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
2) przeprowadza proste dowody dotycza-
ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia.

wodu od przyktadu.

Komentarz. Zadanie to jest podobne, w sformutowane;j tresci, do zadania poprzed-
niego, ale w rozwigzaniu trudno unikng¢ zastosowania wzoru na réznice n-tych poteg.

Przykladowe rozwigzanie
W pierwszym kroku — wykorzystujac prawa dziatan na potegach - otrzymujemy:
8 10" =(8*) ~107 = 64" ~10".

W drugim kroku - korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia na a" —b" — otrzymujemy:
647 —107 =(64-10)(64° +64° -10+64* 107 +64°-10° + 647 -10* + 64" -10° +10° ),

64’ —10" = 54(646 +64°-10+64" 10> +64°-10° +64° -10* + 64' -10° +106),

64’ —10’ =27-2.(646 +64°-10+64"-10° +64°-10° +64° -10* + 64' - 10° +106).

Liczba ta jest podzielna przez 27.
To konczy dowdd.
Zadanie 8.

Wykaz, ze suma szesciandéw dwéch kolejnych liczb naturalnych niepodzielnych przez
3 jest podzielna przez 9.

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa-
dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych,
podawanie argumentéw uzasadniajgcych
poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie do-
wodu od przykfadu.

I.  Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
2) przeprowadza proste dowody dotycza-
ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia.

Komentarz. Zadanie jest przyktadem realizacji tresci nauczania, ktére wprowadza
na poziomie podstawowym podstawa programowa.

Przykladowe rozwigzanie

Dwie kolejne liczby naturalne a i b niepodzielne przez 3 mozemy opisa¢ nastepujaco:
a=3k+1ib=3k+2,gdzie k- dowolna liczba nalezgca do zbioru {O, 1,2,3,..}.
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Zatem: @ +5° = (3k +1)" +(3k +2)’ = 27k + 27k + 9k + 1427k + 54k> + 36k +8.
Czyli: @’ +b* = 54k° +81k> + 45k +9=9-(6k" + 9k + 5k +1).

Oznacza to, ze suma szesciandw dwoch kolejnych liczb naturalnych niepodzielnych
przez 3, jest podzielna przez 9.

To konczy dowaod.
Zadanie 9.

Wykaz, ze suma n poczatkowych nieparzystych dodatnich liczb jest kwadratem licz-
by naturalne;j.

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanieiargumentacja. Dostrzega- | VI. Ciagi. Zakres podstawowy. Uczen:
nie regularnosci, podobienstw oraz ana- 4) stosuje wzér na n-ty wyrazi sume n poczatko-
logii, formutowanie wnioskéw na ich pod- wych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

stawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Komentarz. Zadanie wskazuje, ze warto siega¢ do klasyki tresci matematycznych,
z ktérymi nalezy zapoznac¢ uczniéw w szkole ponadpodstawowej. Sprzyja to realizacji
nowej podstawy programowej — z jednej strony, a z drugiej — utrwala dobre i sprawdzone
wzorce w zakresie nauczania matematyki.

Przykladowe rozwigzanie
Liczby nieparzyste dodatnie to: 1, 3, 5,...

Liczby te tworzg ciag arytmetyczny, w ktérym a, =1 i r=2.

Stosujgc wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, otrzymujemy:
a, =a +(n—1)-r :1+(n—1)-2:1+2n—2:2n—1.

Stosujac wzor na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego otrzymujemy:

a +a, 1+2n-1 2n )
= ‘n= ‘n=—-n=n".

Sn
2 2 2

Oznacza to, ze suma n poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest kwadratem liczby
naturalnej.

To konczy dowaod.
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Zadanie 10.
Wykaz, ze ciag (an) okredlonydla n > 1 wzorem a, = 7n -5, jest ciggiem arytmetycznym.

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe

VI.

Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa-
dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych,
podawanie argumentéw uzasadniajacych
poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie do-
wodu od przyktadu.

Ciagi. Zakres podstawowy. Uczen:
4) sprawdza, czy dany ciag jest arytmetycz-
ny lub geometryczny.

Komentarz. Jest to typowe zadanie, wymagajace uzasadnienia arytmetycznosci ciggu
o nieskonczonej liczbie wyrazéw. Warto pamieta¢, aby uswiadomi¢ uczniom, ze dla
ciagu o skonczonej, niewielkiej liczbie wyrazéw mozna przeprowadzi¢ rozumowanie
uzasadniajace arytmetycznos$¢ ciggu oparte na wyznaczaniu réznic kazdych dwoch
sasiednich wyrazéw. Istotne jest takze, aby uczniowie rozumieli, ze wskazanie dwéch
réznic sgsiednich wyrazéw, ktére nie sg sobie rowne, wystarczy do uzasadnienia, ze
dany ciag nie jest arytmetyczny.

Przykladowe rozwigzanie
Pokazemy, ze réznica dowolnych dwéch kolejnych wyrazéw ciagu (a,)-np.a,,, i a, -
jest wielkoscig stata dla kazdego n > 1.

Zatem

a,,—a, :7(n+1)—5—(7n—5):7n+7—5—7n+5:7.

n+l
Oznacza to, ze ciag (an )jest ciggiem arytmetycznym o réznicy r =7.
To konczy dowdd.

Zadanie 11.

Udowodnij, ze kwadraty liczb catkowitych niepodzielnych przez 5 przy dzieleniu przez
5 dajg reszte 1 lub 4.

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe

Rozumowanie i argumentacja. Przeprowa-
dzanie rozumowan, takze kilkuetapowych,
podawanie argumentéw uzasadniajgcych
poprawnos¢ rozumowania, odréznianie do-
wodu od przykfadu.

I Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
2) przeprowadza proste dowody dotycza-
ce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia.

Komentarz. Uczen powinien opanowa¢ umiejetnosci systematyzowania dziatanh w re-
alizacji zagadnien wieloetapowych. Wazne jest zatem, aby rozpatrywaé wszystkie przy-

padki i w kazdym z nich precyzyjnie opisa

¢ prowadzone rozumowanie.
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Przykladowe rozwigzanie
Liczby podzielne przez 5 opisuje wyrazenie: 5k, gdzie & jest dowolna liczbg nalezaca
do zbioru Z.

Liczby niepodzielne przez 5 opisujg wyrazenia: 5k +1, 5k+2, 5k+3, 5k+4, gdzie k
jest dowolng liczba nalezaca do zbioru Z.

Rozwazmy kwadraty liczb niepodzielnych przez 5, w kazdym z czterech przypadkow:
a) (5k+ 1)2 =25k +10k+1=5- (Sk2 + Zk) +1, resztaz dzielenia przez 5 jest réwna 1;
b) (5k+ 2)2 =25k> +20k+4=5- (Sk2 + 4k) + 4, resztaz dzielenia przez 5 jest rowna 4;
0) (Sk+3) =25k +30k+9 =25k +30k +5+4=5-(5k* + 6k +1) + 4, reszta z dzie-
lenia przez 5 jest réwna 4;
d) (Sk+4) =25k +40k +16 =25k +40k +15+1=5-(5k> +8k +3)+1, reszta
z dzielenia przez 5 jest rowna 1.

Oznacza to, ze kwadrat liczby niepodzielnej przez 5 przy dzieleniu przez 5 daje reszte
1 lub 4.

To konczy dowod.

Zadanie 12. 5
Uzasadnij, ze funkcja fokreslonawzorem f(x) = §+ — — 2 nie przyjmuje wartosci ujemnych
X

dla x> 0.
Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Dostrzega- | Il. WyraZenia algebraiczne. Zakres podstawowy.
nie regularnosci, podobienstw oraz analogii, Uczen:
formutowanie wnioskéw na ich podstawie 1) stosuje wzory skréconego mnozenia.
i uzasadnienie ich poprawnosci.

Komentarz. Zadanie jest przyktadem zagadnienia, ktére mozna skutecznie rozwigza¢,
wykorzystujac narzedzia matematyczne z réznych obszaréw nauczania matematyki. Po-
prawne rozwigzania nie musza mie¢ zadnej czesci wspdélnej. Wazne jest, zeby dobierac takie
metody, ktére pozwolg skutecznie i sprawnie zrealizowac strategie rozwigzania problemu.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Funkcja f zawiera wyrazenie, ktére jest suma danej liczby dodatniej i jej odwrotnosci:

x 2
—+=.
2 x
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Uzasadnienie wymaga powofania sie na nastepujace twierdzenie (bez przeprowadza-
nia dowodu):

suma dowolnej liczby dodatniej i jej odwrotnosci jest nie mniejsza niz 2.
x 2 .x 2
Zatem —+—2>2dla x>0.Czyli =+—-22>0 dla x> 0.
X 2 X
Oznacza to, ze funkcja f'nie przyjmuje wartosci ujemnych dla dowolnego x > 0.

To konczy dowod.

Il sposéb
Nalezy wykaza¢, ze f(x)>0 dla dowolnego x > 0.

Zatem:£+g—220 /-2x (x>0),
2 X
x> +4—-4x>0, X’ —4x+4>0,
(x-2)" 0.
Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.
Oznacza to, ze funkcja f nie przyjmuje wartosci uiemnych dla dowolnego x > 0.

To konczy dowdd.

Zadanie 13. .
Udowodnij, ze funkcja f okreslona wzorem f'(x) :x_—3 jest rosngca w przedziale
X+

(—oo, —3).

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Dostrzega- | V. Funkcje. Zakres rozszerzony. Uczen:

nie regularnosci, podobienstw oraz analogii, 3) dowodzi monotonicznosci funkcji zada-

formutowanie wnioskéw na ich podstawie nej wzorem.

i uzasadnienie ich poprawnosci. ALBO

Xll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Uczen:

5) stosuje pochodng do badania monoto-
nicznosci funkgiji.

Komentarz. Zadanie — podobnie jak poprzednie - pokazuje ré6zne metody realizacji
strategii rozwigzania.
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I sposdb (z wykorzystaniem definicji)
Nalezy uzasadni¢, iz wraz ze wzrostem argumentéw funkcji frosng takze odpowiadaja-
ce im wartosci, tzn. dla dowolnego x nalezagcego do przedziatu (—oo, —3) jesli x, <x,,

to f(x) < f(x,).

Niech x, i x, beda dowolnymi liczbami, ktore naleza do przedziatu (—00, —3). Ponadto
zaktadamy, ze x, <x, (czyli x, —x, <0).

Wyznaczmy teraz warto$¢ funkgji f dla argumentéw — odpowiednio - x, i x,:

x -1 x, -1

Si(x) =

oraz f,(x)= .
x +3 () x,+3

Nalezy zbadac jaki znak — dodatni czy ujemny — ma warto$¢ wyrazenia: f(x,)— f(x,).

x, —1 X -1 (xl —1)()62 +3)—(x2 —1)(x1 +3)
x, +3 x2+3_ (x,+3)(x,+3) '

SO = f(x)=

Stad po wykonaniu w liczniku dziatah i wytaczeniu wspolnego czynnika poza na-
wias mamy:

4(x,—x,)
(x1 +3)()c2 +3)

« x;+3>0 i x,+3>0;zzatozenia x, i x, jest liczba z przedziatu (-, —3);
+ X, —x, <0;zzatozenia.

J)=f(x) =

Oznacza to, ze dla dowolnego x nalezacego do przedziatu (—oo,—3) réznica

S ()= f(x) <0 (czyli f(x) < f(x,)).

Funkcja fjest zatem rosnaca w przedziale (—oo, —3).

To konczy dowaod.

Il sposdb (z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego)

Nalezy pokaza¢, iz pochodna funkcji fw przedziale (—oo, —3) przyjmuje warto-
$ci dodatnie.

Zatem f(x) = (x—l)’(x+3)—(xz_l)(x+3),
(x+3)

7

o (x+3)—(x-1) x+3-x+1 4
| = = = .
DS ) (x+3) (x+3)  (x+3)

Stad wynika, ze f'(x) >0 dla kazdego x nalezagcego do przedziatu (—oo, —3).
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Funkcja fjest okreslona i rézniczkowalna w przedziale (—oo, — 3) oraz jej pochodna jest

w kazdym punkcie przedziatu (—00, —3) dodatnia, wiec funkcja fjest w tym przedzia-
le rosnaca.

To konczy dowdd.

Zadanie 14.

Droga rozwidla sie na dwie drogi tworzace ze sobg kat 60°. Miedzy tymi dwoma drogami stoi
kapliczka (K) w odlegtosci a =30 m od jedneji b = 50 m od drugiej drogi (zobacz rysunek).

Wykaz, ze odlegtosc d tej kapliczki od rozwidlenia drog jest rowna 149 metrow.

N

Tresci nauczania - wymaganie szczegé6towe

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne

IV. Rozumowanie i argumentacja. Stosowanie
i tworzenie strategii podczas rozwigzywania
zadan, réwniez w sytuacjach nietypowych.

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:
12) przeprowadza dowody geometryczne.

Zakres rozszerzony. Uczen stosuje wiasnosci czwo-
rokatéw wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

Komentarz. Jest to przyktad dowodu geometrycznego w zadaniu z kontekstem
realistycznym.

Zrédto: Finat konkursu Matematyka w zastosowaniach 2015.
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Przykladowe rozwigzania
| sposdb (z wykorzystaniem uktadu wspoétrzednych)
- poziom podstawowy (odlegtos¢ punktu od prostej)

Droga rozwidla sie w poczatku uktadu wspétrzednych, tworzac dwie drogi: pierwsza
pokrywa sie zdodatnia pétosia osi OX, druga za$ zawarta jest w prostej &, ktora tworzy
z 0sig OX kat o mierze 60°. Réwnanie prostej k ma wiec postac: y = V3x.

Odlegtosc punktu K od osi OX wynosi 50, zatem K ma wspotrzedne K = (xo, 50) ,gdzie
X, >0.

Po przeksztatceniu rownania prostej k do postaci ogdlnej korzystamy ze wzoru na od-
legtos¢ punktu od prostej i otrzymujemy:

o V3 x, - 50) ) ‘ﬁ-xo—so‘-

V3+1 2

Zatem ‘\B X, — 50‘ = 60.
Rozwiazujac powyzsze réwnanie otrzymujemy rozwigzania: x _110 oraz x, = _10
° 0 \/5 0 \/§ .

. , 10 . , -
Rozwiazanie x, = i nie spetnia zatozenia x, > 0.

110

N

Oznacza to, ze kapliczka znajduje sie w punkcie K = ( , 50] . Odlegtos¢ tego punktu

od poczatku uktadu wspotrzednych wynosi: d = \/w+ 2500 = \/@ _149 ~ 81

3 NG
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Odlegtos¢ kapliczki od rozwidlenia drég jest rowna d = 149 metrow.

NE)

To konczy dowod.

Il sposéb (funkcje trygonometryczne)
- poziom rozszerzony (wzér na sinus réznicy dwoch katéw)

Z zaleznosci trygonometrycznych w trojkatach prostokatnych otrzymujemy:

sinx = 30 oraz sin(60°—x)= >0
d d

900  d>—900

Stad, poniewaz 0 < x < 60°, wiec cosx =, [1— FE =

Wykorzystujgc wzor na sinus réznicy katéw mamy:
sin (60°—x) = [sin 60°cos x —cos 60°sin x] .

Zatem:sin (60°—x) = {? cosx —%sin x}, czyli {% CoS X —%sin x} = % Stad wynika, ze

2 d 2.d d

Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen, otrzymujemy:

V3 AJd* =900 =30 =100, \'d? —900 =%

d2—900=@,wiec d? :@,czyli dzl%ozéglm
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Odlegtosc kapliczki od rozwidlenia drog jest réwna d = 149 metrow.

J3

To konczy dowod.

lll sposdb (twierdzenie sinusow i twierdzenie cosinusow)
- poziom rozszerzony (wtasnosci czworokatow wpisanych w okrag)

Zauwazmy, ze czworokat AKBR spetnia warunek réwnosci sumy przeciwlegtych katow.
Oznacza to, ze na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag. Wtedy szukana odlegtos¢ d
jest rowna srednicy tego okregu.

Z twierdzenia cosinuséw w trojkacie AKB obliczamy diugos¢ x = |AB|:

x'=a’+b’ —2ab005120°=900+2500+2-30-50-%=4900.

Zatem x =70.

Z twierdzenia sinuséw w trojkacie ABR otrzymujemy:

~ X 2R Stad R= 7 Dtugosc d jest srednicg okregu, wiec d =2R =
sin60° NER ’

Odlegtos¢ kapliczki od rozwidlenia drég jest réowna d = 149 metrow.

3

140
2.

To konczy dowdd.
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IV sposdb (oryginalne rozwigzanie uczniowskie)
- poziom podstawowy (twierdzenie Pitagorasa i tréjkat o katach wewnetrznych:
30°,45°,60°)

Zauwazmy, ze prowadzac potproste AK oraz RB do ich przeciecia w punkcie F, otrzy-
mamy tréjkat, ktérego katy wewnetrzne majg miary: 30°,45°,60°.

Stad mozna obliczy¢ |KF | = 60.

Zatem |AF|=110.

11043

3

Jednoczesnie 110 =|RA|\/3, wigc |R4| =

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie ARK otrzymujemy:

2
d’ =50 +(wj

N

12100 _ 7500+12100 _ 19600
3 3

d* =2500+

Stad d = 12000 140 ¢

33
L L . o , 140 .
Odlegtos¢ kapliczki od rozwidlenia drég jest rbwna d = —— metréw.

3

To konczy dowaod.
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Zadanie 15.

Dane sa dwa ustalone punkty 4 i B na pfaszczyznie. Wykaz, ze zbior wszystkich punk-
tow ptaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu B jest dwa razy wieksza od odlegtosci
od puntu 4, tworzy okrag.

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Stosowanie | IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kar-
i tworzenie strategii podczas rozwigzywania tezjanskiej. Zakres rozszerzony. Uczen:
zadan, rowniez w sytuacjach nietypowych. 1) stosuje réwnanie okregu w postaci
0golne;j.

Komentarz. Zadanie jest przyktadem problemu, w rozwigzaniu ktérego mozna wyko-
rzysta¢ dos¢ specyficzne umiejetnosci matematyczne. Problem w treéci zadania, ktéry
zostat opisany w jezyku planimetrii, najtatwiej rozwigzuje sie po przetransponowaniu
go do obszaru geometrii analitycznej na ptaszczyznie kartezjanskie;j.

Przykladowe rozwigzanie
Wybierzmy dwa dowolne punkty 4 oraz B i umies¢my te punkty w uktadzie wspotrzed-

nych na ptaszczyznie kartezjanskiej, w taki sposéb,ze 4=(0,0) i B=(a,0),gdzie a>0.

Niech punkt P = (x, y) bedzie takim punktem ptaszczyzny, ktéry spetnia warunek: odle-
gtos¢ punktu P od punktu B jest dwa razy wieksza niz odlegtos$¢ punktu P od punktu 4.

Zatem 2|AP|=|BP| oraz |AP|=x* +y* i|BP|=(x~a) +)".
Stad po podstawieniu otrzymujemy zaleznos¢: 24/x” +y* =/(x— a)2 +y%.

Po kolejnych rownowaznych przeksztatceniach otrzymujemy:
4(x2 +y2) =(x—a)2 +y% 4x* +4y’ =x* —2xa+a’ +y%, 3x* +3y° +2xa—a’ =0.

Z tego wynika, ze wsp6trzedne punktu P spetniajg warunek: x* + y° + %xa —%az =0.
Zbior wszystkich punktow P, ktorych wspétrzedne spetniajg powyzszy warunek, tworzy
na ptaszczyznie kartezjanskiej okrag o srodku w punkcie S = (—%a, Oj i promieniu

r=—d.

To konczy dowdd.
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WSKAZOWKI METODYCZNE

Zadanie 16.

W arkuszu maturalnym z matematyki na poziomie podstawowym jest 25 zadan za-
mknietych. W kazdym z nich zaproponowane sg cztery odpowiedzi - tylko jedna jest
poprawna; za kazda poprawnie zaznaczong odpowiedz uzyskuje sie 1 punkt. Wykaz,
ze prawdopodobienistwo uzyskania doktadnie 15 punktéw, przy losowym wyborze
wszystkich odpowiedzi przy kazdym zadaniu zamknietym, jest liczbg mniejsza od 0,0001.

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanieiargumentacja. Dostrzega- | XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Po-
nie regularnosci, podobienstw oraz ana- ziom rozszerzony. Uczenh:
logii, formutowanie wnioskéw naich pod- 2) stosuje schemat Bernoulliego.

stawie i uzasadnienie ich poprawnosci.

Komentarz. Do rozwiagzania tego zadania, w ktérym mozna wykorzysta¢ np. schemat
Bernoulliego, konieczne jest opracowanie strategii prowadzenia obliczen, zwtaszcza
na kalkulatorze.

Zadanie 17.
W trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci a i b wpisano kwadrat w taki sposob,
ze dwa jego boki zawieraja sie w przyprostokatnych.

2
Wykaz, ze pole tego kwadratu jest rowne abbj .
a+

Cele ksztalcenia - wymagania ogélne Tresci nauczania - wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Stosowanie | VIIi. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:
i tworzenie strategii podczas rozwigzywania 8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow.
zadan, réwniez w sytuacjach nietypowych.

Komentarz. Zadanie mozna rozwigzac — np. odwotujac sie do cechy podobienstwa
odpowiednich tréjkatéw — takze ze sformutowaniem ,oblicz pole kwadratu” zamiast
~wykaz, ze pole kwadratu jest rowne” i moze by¢ wykorzystane jako element pokony-
wania uczniowskich obaw przed zadaniami na dowodzenie.
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